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Metody numeryczne I

e Cel — oszacowanie doktadnosci wynikéw obliczen.

e Bledy ograniczaja dokladnosc.

e Rodzaje btedow:
— w danych wejsciowych (przyrzaddéw pomiarowych itp.),
— zaokrqgglen (ograniczenie doktadnosci obliczen),

— aproksymacji (uproszczenie problemu, szacowanie a nie wyliczanie),

Przyklad 1:

1 1 1
mozna szacowac liczac skoriczone sumy (powstaje btqd obciecia).
Przyklad 2:

catke oznaczona liczymy jako skoriczona sume pdl obszaréw (btgd
dyskretyzacji).
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Reprezentacja liczb |

e Systemy liczenia: dwdjkowy (binarny), ésemkowy, dziesietny, szesnastkowy.

system cyfry przykiad dziesietnie
dwdikowy 01 101 1x2%2+1%x20 =
1x44+1=5

dsemkowy 01234567 270 2% 8% 4+ 7x8 =
2x064+ 78 =184

dziesietny 01234 309 3% 102 +9x10° =
56789 3% 100+ 9 = 309

szesnastkowy | 01234567 10A 1%16% + 10 % 16Y =
S8OABCDEF 1 %256 4+ 10 = 266
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Reprezentacja liczb - c.d.

e Reprezentacja stalopozycyjna

— w praktyce tylko dla liczb catkowitych

e Reprezentacja zmiennopozycyjna (zmiennoprzecinkowa)

— mantysa i cecha, liczba = mantysa x* gcecha
18.5 = 0.185 102 = 0.100101 * 2101

— rozdzielczos$¢ i skoriczonoé¢ komputerowych liczb rzeczywistych

— typy 4-bajtowe (3 bajty mantysy i 1 bajt cechy), 6-bajtowe, 8-bajtowe
(podwdinej precyziji)

— nalezy by¢ ostroznym przy dodawaniu matej liczby zmiennoprzecinkowe;j
do duzej (mata moze zniknad)

— wartosci, ktére nie sa poprawnymi liczbami (NAN - not a number)

— standard IEEE 754 — dobry opis pod
http://research.microsoft.com/~hollasch/cgindex/coding/ieeefloat.html
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Standard IEEE 754 |

Reprezentacja bitowa

precyzja znak | wykiadnik | cze$¢ utamkowa | przesuniecie
pojedyncza | 1 [31] | 8 [30-23] 23 [22-00] 127
podwdina | 1[63] | 11 [62-52] 52 [51-00] 1023

e reprezentacja binarna — podstawa réwna 2
e znak — O - liczba dodatnia, 1 - liczba ujemna
e wykladnik i przesuniecie — rzeczywista cecha = wykladnik - przesuniecie

e mantysa

— postaé znormalizowana liczby — w mantysie przecinek po pierwszej
niezerowej cyfrze (1 < m < 10)
Przyklad: 1.25 % 10?, nie 0.125 x 103 ani 125 * 10"

— w systemie dwdjkowym niezerowa znaczy jedynka

— pierwszy bit mantysy zawsze réwny 1 — ukryty, reszta to czes¢ utamkowa
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Standard IEEE 754 - przykiadyl
23.75

e posta¢ binarna: 10111.11 = 2% 422 + 21 420 4 271 4 2-2
e po normalizacji: 1.011111 * 2% = 1.011111 % 2109

e znak 0
wykladnik z przesunieciem 4 + 127 = 131 = 10000011
cze$¢ utamkowa 011111

e ostatecznie mamy 0 10000011 01111100000000000000000
czyli 01000001 10111110 00000000 00000000
szesnastkowo 0x41BE00OO

e posta¢ binarna: —0.1011001100110011...
e znak = 1, wykladnik = —1, 127 -1 =126 = 01111110

e ostatecznie mamy 1 01111110 01100110011001100110011
Czyli 10111111 00110011 00110011 00110011
szesnastkowo 0xBF333333
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Standard IEEE 754 — c.d.

Wartosci specjalne — wykiadniki z samych jedynek badz z samych zer

znak wyktadnik (w) cz. utamkowa (u) wartosé
0 00..00 00..00 +0
0 00..00 00..01 - 11..11 | dodatnia zdenorm. 0.u x 2~ P+1
0 00..01-11..10 | 00..00-11..11 dodatnia znorm. 1.u x 2% P
0 11..11 00..00 +Infinity (nieskoriczonoéc)
0) 11..11 00..01 - 01..11 | SNaN (Signalling Not A Number)
0 11..11 10..00 - 11..11 QNaN (Quiet Not A Number)
1 00..00 00..00 -0
1 00..00 00..01 - 11..11 | ujemna zdenorm. —0.u * 27PT!
1 00..01-11..10 | 00..00 -11..11 ujemna znorm. —1.u x 2¥~P
1 11..11 00..00 -Infinity (nieskoriczonosé)
1 11..11 00..01 - 01..11 SNaN
1 11..11 10..00 - 11..11 QNaN
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Operacje specjalne:

Standard IEEE 754 — c.d.

Operacja

Wynik

n / +Infinity 0

+Infinity x +Infinity | +Infinity

+nonzero / 0 +Infinity

Operacja

Wynik

+0 / +0

NaN

Infinity - Infinity NaN

+Infinity / £Infi

nity | NalN

Infinity + Infinity Infinity +Infinity x O NaN
Zakresy dwojkowo:
precyzja zdenormalizowane znormalizowane
pojedyncza | +£27149 . (1 —2723) 27126 | 497126 (9 2723) 4 2127
podwdina | £2- 1074 (1 — 2-52) 5 2~ 1022 | 1 9-1022 "5 9=52 , oI023

Zakresy dziesietnie:

precyzja

dziesietnie

pojedyncza

+ ~ 10—44.85 L~ 1038.53

podwdijna

+ ~ 10—323.3 L~ 10308.3
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Btad bezwzgledny i wzglgdnyl

Niech Z bedzie oszacowaniem wartosci x (doktadnej)

e Blad bezwzgledny
Ar = |T — x| (2)

e Blad wzgledny
r—x

oxr = |

— ©

Liczby maszynowe |

e zbior liczb maszynowych A - zbidr liczb reprezentowalnych w danym formacie

e aproksymacja liczby x liczba maszynowa rd(z):

Vgealr —rd(z)| < |z —g (4)
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Btedy zaoqugleﬁl

e zaokraglenie (o ile jest liczbg maszynowa) jest dobra aproksymacja — w
systemie o k cyfrach znaczacych (gdzie precyzja mantysy to k cyfr) mantyse
m = aq.a0s . .. zaokraglamy do

_ a1.Q9 . . . Ol jezeli a1 < g
— _k_|_1 o e R B (5)
a1.09 ...0 + B jezeli apy1 > 5
a liczbe znormalizowana = = m * B¢ do rd(x) = sgn(z)m * BC.
Blad wzgledny przyblizenia:
y B —k
_ BB
raw) ey 5B L gk (6)
x Im| 2

e doktadno$é maszynowa eps = % x Bk
Zatem: rd(z) = x(1 + €), gdzie |¢| < eps
Dla systemdw binarnych eps = 27
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Btedy zaokraglen - c.d.l

e nadmiar i niedomiar cechy — nieprawidlowo$¢ — zatrzymanie obliczen, wyjatek
— na szczescie bardzo rzadko sie zdarzaja

e wyniki dzialan arytmetycznych nie musza by¢ liczbami maszynowymi — mamy
wiec dziatania zmiennopozycyjne aproksymujace witasciwe dziatania, np:
w+*yd—ef’f“d(w+y)
T —*y d—ef - rd(z —y)
x x*y = rd(z X y)
x/*y = rd(z/y)
Wowczas:

gdzie |¢;| < eps
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Problemy arytmetyki zmiennopozycyjnej

o Jezeli [y| < Flz[,tox+"y=2x

e Dzialania zmiennopozycyjne nie musza by¢ faczne lub rozdzielne.
Przyktad:

a = 2.337125819 — 4, b = 3.3678429102, ¢ = —3.3677811102

a+b+c=6.4137125819 — 3
a+*(b+" c) =2.33712581¢9 — 4 +* 6.180000019 — 3 = 6.413712619 — 3
(a+"b)+" ¢ =3.3678452192 +* —3.3677811192 = 6.41000001¢ — 3
Oznaczenia:
e fl(wyrazenie) — warto$¢ wyrazenia w arytmetyce zmiennopozycyjnej

e dziafania elementarne — dzialania arytmetyczne (podstawowe plus pewne
dodatkowe takie jak pierwiastek, sinus itp.)

13
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Pojecie algorytmu I

Zadanie: Mamy dana funkcje ¢ : D — R™, gdzie D C R", n,m € N. Szukamy
metody wyznaczania wartosci y = ¢(x).

Odwzorowaniem elementarnym nazywamy odwzorowanie v : D C R* — R!
takie, ze jego funkcje skladowe v; sa dzialaniami elementarnymi.

Algorytmem realizujgcym funkcje ¢ : D — R™ (D C R™, n,m € N) nazywamy
taki ciag odwzorowan ¢V, ..., ¢(") (gdzie ¢\ : D; = D;.1, D; C R™, D = D,
Nr41 = Mm), Ze

¢:¢(1)o...o¢(7“) (7)

Przykiad:
Zadanie ¢(a,b,c) = a + b+ ¢ moze by¢ realizowane algorytmem {¢p(1), (2}, gdzie

a-+b
C

oM (a,b,c) = [ ] , d¥(de)=d+e (8)

14
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Propagacja btedow |

PrzesledZzmy bltedy zaokraglen dla przykladu sumowania (a + b) + ¢:

fl((a+b)+¢c)= fl(fl(a+b)+c) =
((@+0)(1+e)+c)(l+e)=

a—+b

1
a—l—b—l—cel( +e2) + e

(a+b+c) |1+

4b , 1. . . . 7 7 .
—r- Jest wspdiczynnikiem wzmocnienia biedu €; — jego duza wartos¢ powoduje

duzy blad wzgledny

Poniewaz we wczesniejszym przyktadzie:

b b
O 510t e <097 9)

a+b+c a+b+c
to wybraé nalezy metode fi(a + (b+ ¢)).
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Zadanie: Analizujemy ,naturalny” algorytm znajdujacy przyblizenie b,,

rozwiazania (3,, rownania liniowego

c—aiby —--— an—lbn—l — anﬁn — 07
dla danych ¢, a4,...,a,,,b1,...,b,-1,a, # 0. Oszacowaé residuum
r=c—aib; —---—apby,.

Algorytm: Wyznaczamy
b, = fI (C —ayby — - — an—1bn—1>

Qn

poprzez:

So = C,

sj = fl(sj—1 —a;bj) = |sj-1 — a;0;(1 + py)] 1 + o),  F=12,...

b, = fl (8”‘1> — (14 06)227L,

A Qn

16

(10)

(11)

(12)
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Oszacowanie 1: Z (13) wynikaja (drugie rownanie dla j = 1,2,...,n — 1):

sg —c =0,
S; o
si —(sj_1—ajb;) =s; — ( —|—ab,u>:s-—‘7—a-b-,u-, (14)
j j 793 j 1+ o 795 Mg T+ a 395 M
anbn — Snpn—1 — 5Sn—1-
Dodajac stronami dostajemy:
n n—1 &
—c— b = Yy b — 0S,,_1. 15
Stad oszacowanie:
n—1 URT
eps 0 jezelia, =1
Pl < g | O'lsn—al + > Usil +lasbih |, 6= {
D i1 1w przec. przyp.

(16)
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Oszacowanie 2: Z (13):

by, = Hl—l—ak ZG’J (1+ ) H(l—l—ak) 1+5.

Stad

¢ = Za,, (L+ ) [T+ )™t + anba(1+06) 7 [+ o)™

F.atwo pokaza¢ indukceyjnie (ze wzgledu na m), ze z

1—|—0:H(1—|—0k)il, ok <eps, m-eps <1
k=1

wynika
m - eps

< :
o] < 1—m-eps

18

(17)

(18)

(19)

(20)
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Zatem istnieja wielkodci ¢; takie, ze

C—ZCLJ (14 j&j) + anbn(1+ (n — 14 96")e,),

1 | (21)
eps 0 jezelia, =
il < 1 — "7]/9 eps’ o= {1 JW przec. prlyp.
Ostatecznie dla r = ¢ — a1b1 — - - - — a,,b,, dostajemy:
o _
< ;j!ajbjr +(n =1+ 8)anbal| (22)
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Wskazniki uwarunkowania]

d1

Niech ¢ : D — R™ dla otwartego zbioru D C R", oraz ¢ = przy czym

| Pm
®; maja ciagle pochodne na D. Przy zalozeniu pomiaréw niedoktadnych z
wielkosci = otrzymujemy ¢ = ¢() jako przyblizenie y = ¢(x). Rozwiniecie w
szereg Taylora z pominieciem wyrazéw wyzszych rzedéw daje:

Ay = 9; — yi = ¢:(T) — ¢i(x) = Z(ij — :zzj)d(g;(j) = Z 5?;(? Az (23)

W zwiazku z tym btad wzgledny:

yi o i) Oy oy

Wspdtczynniki -2 9%:(@)

Gi(0) 6z, Nazywamy wskaznikami uwarunkowania zadania.
2 J
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Zadania Zle i dobrze uwarunkowane

Zadanie nazywamy Zle uwarunkowanym jezeli przynajmniej jeden ze wskaznikéw
uwarunkowania ma duza warto$¢ bezwzgledna. W przeciwnym razie zadanie
nazywamy dobrze uwarunkowanym.

o tylko dla niezerowych z; i y;
e mn wskaznikéw

e inne definicje, np: ¢ jest wskaznikiem uwarunkowania zadania ¢ jesli

16(2) — o)l _ |
@l ¢ Tl

(25)
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Btedy nieuniknione i numeryczna stabilnos¢

Btedem nieuniknionym zwigzanym z y = ¢(z) nazywamy optymalny poziom
btedu wyniku y czyli blad wynikajacy z zaokraglenn danych wejéciowych (niezalezny
od algorytmu). Analiza btedéw w kontekscie algorytmdw jako ztozenia
odwzorowan elementarnych prowadzi do oszacowania:

Ay =Dy - 7] + |y|leps. (26)

Jedli bledy zaokraglen algorytmu sa w przyblizeniu réwne Ay, to méwimy, ze sa
one nieszkodliwe, a algorytm nazywamy stabilnym (poprawnym) numerycznie
lub moéwimy, ze zachowuje sie dobrze.

Algorytm jest numerycznie uzyteczniejszy od innego (wyznaczajacego te sama
wielko$¢) dla danego zbioru, gdy catkowity blad zaokraglenia jest mniejszy w
pierwszym niz w drugim.

Uwaga: Stabilno$¢ numeryczna i wieksza uzyteczno$é¢ numeryczna sa
wlasnoéciami lokalnymi (zaleznymi od wartosci wejscia).
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Arytmetyka przedzia’fowal

Cel: wyznaczanie gérnych ograniczen btedu bezwzglednego

Uwzglednia bledy zaokraglen i bledy danych

23

Obliczenia na przedziatach mozliwych wartosci liczby zamiast na liczbach: dla

a € R mamy przedzial a = [a/, a”’], gdzie o', a” € A.
yp g

Dziatania na przedziatach: dla ® € {®, 5, ®, ®} wynik

t=a0bDd{z-ylreayecb
Przyktady:
ld',a"] @ [0, b"] = [max{x € Alx < d + b}, min{x € Alxz > da” 4+ b"}]
la’,a"| @ b, 0] = [max{r € Alx < d x b}, min{xr € Alx > d"’ x V"}]

Uwaga: Oszacowania przedziatowe sg prawdziwe, ale do$¢ pesymistyczne
Przyktad: Schemat Hornera a wzory skréconego mnozenia dla

3 —3x° +3z= (v —1)° +1

(27)

(28)
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Arytmetyka przedziatowa a statystykal

Pesymizm arytmetyki przedzialowej widac juz na przykiadzie sumy n liczb.
Niechn=21i¢(z,y) =2z=2+y.

Zatozmy, ze & =y = [—1,1].

Wowczas z = [—2,2]. Ale rozklad prawdopodobienstwa Z nie jest jednostajny.

A

— — arytm.przedz.
n =2

— n =10

— n = 30

Y

-n n

Dla n = 30, arytmetyka przedziatowa daje zakres okoto dwukrotnie szerszy niz
przedzial istotnie niezerowego prawdopodobienstwa.
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Statystyczna teoria bk;déwl

e Btedem standardowym wartosci przyblizonej nazywamy odchylenie
standardowe tej warto$ci traktowanej jako zmienna losowa.

e Btedem prawdopodobnym nazywamy taka liczbe x, ze z
prawdopodobieristwem 1 mamy |e| < .

— Dla rozkitadu normalnego mamy wiec x = 0.67450, gdzie o jest
odchyleniem standardowym tego rozkladu.

— W poprzednim przykladzie mamy o = /%, a wiec:
n=1 = o=0.577

n=10 = oc~1.82=0.182n
n=30 = ocx3.16x0.1n

25
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Twierdzenie 1 (o bledzie standardowym) Jezeli btedy Axq, ..., Ax, sq
niezaleznymi zmiennymi losowymi o wartoS$ci oczekiwanej rownej zeru i
odchyleniach standardowych odpowiednio ¢4, ..., ¢€,, to btqd standardowy dla
y =y(x1,...,T,) dany jest wzorem:

n 2
%\Z(§5> a (29)

1=1

Uwaga: Prosta suma wielu zmiennych jest przypadkiem szczegdlnym powyzszego
twierdzenia (pochodne czastkowe sa réwne 1).
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Zadanie interpolac;ji I

Definicja 1 Niech ®(z;ay,...,a,) bedzie funkcjq jednej zmiennej z n + 1
parametrami. Wartosci parametréow okreslajq funkcje rodziny ®. Zadanie
interpolacyjne dla ® przy zadanych m + 1 parach liczb (x;, f;),i=0,...,m,
gdzie x; # x; dla i # j, polega na wyznaczeniu parametréw a; tak, aby

O(x;5a0,...,a,) = fi, i=0,...,m. (30)

Pary (x;, f;) nazywamy punktami weztowymi, a wartosci x; i f;
odpowiednio odcietq i rzednqg wezfa.
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Zadania interpolacji |

O(x;a0,...,0,) =ag+ a1+ ...+ apz” (31)

e i. wielomianowa

e 1. trygonometryczna
®(x;ag,...,an) = ag + are” + ...+ a,e™ (32)

e i. funkcjami sklejanymi

e i. wymierna

ao—l—alx—l—...—l—akajk

bg +bix + ...+ bt

®(x;ag,...,05,b,y...,0) = (33)

e i. eksponencjalna

D(x;a0, -, An; A0y -5 An) = ape % + a1e™M? 4+ ...+ ape” (34)
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Wzor interpolacyjny Lagrange’al

Oznaczenie: II, — zbiér wszystkich wielomianéw stopnia nie wiekszego niz n
(postaci P(x) = ap + a1x + ...+ a,z")

Twierdzenie 2 Dla n+1 dowolnych punktéw weztowych (x;, f;), i =0,...,n,
takich, ze x; # xz; dla i # j, istnieje tylko jeden wielomian p € 1I,, spetniajqcy

Dowod:

Jednoznacznodci: Niech P;, P, € I1,, spelniaja warunki (35). Wowczas

P = P, — P, €11, jest wielomianem o n + 1 réznych zerach, a wiec jest
tozsamosciowo rowny zeru. [
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Istnienia: Takim wielomianem jest:

n

P(z) =) fiLi(z) (36)

1=0

gdzie L; sa tak zwanymi wielomianami Lagrange’a zdefiniowanymi jako:

Li(z) = ] =—2 (37)

Y
0 CIZZ'—CIZJ'
i

J

(i#1)

i spelniajgcymi nastepujgce warunki (delty Kroneckera):

N _ s _J 1, gdyi=j
Li(xj) =0;5 = { 0 adyitj (38)
Uwagi:

e Nieduza przydatnos$é w praktyce (n? — 1 mnozeni, 1 dzielenie).

e Metoda przydatna wéwczas, gdy rozwazamy wiele zadan interpolacji dla
wezldw o tych samych odcietych.
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Algorytm Neville’al

Idea: Rozwigzanie w krokach - od pojedynczych weztdéw do calego ich zbioru.
Oznaczenie: Dla danego zbioru punktéw weztowych (x;, f;), ¢ =0,...,n przez
P; oznaczamy wielomian ze zbioru II;, taki, ze

Pig.in(@i;) = fi;»  J=0,...,k (39)

07"'77:k:

Twierdzenie 3 Wielomiany typu (39) majq nastepujgce wtasnosci:
10 Pz(x) = fz
(@ — 4y ) Py iy (%) — (@ — @3, ) Py iy, (%)

)

2° P, . (x) =

r — Lig

Dowod: Wiasnosé 1° jest oczywista.
Uwzgledniajac definicje (39) tatwo zauwazyé, ze prawa strona wlasnoséci 2° jest dla
r = x;, rowna f;, oraz dla x = z;, réwna f;, .
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Dla pozostatych z;; (dla j = 1,...,k — 1) otrzymujemy z prawej strony
(x’ij T xO)f?:j T (xij T x’lfk)fzj .
_ f’ij)
Li, — Ly
co ostatecznie dowodzi wlasnosci 2°. O]

Tabela ilustrujaca algorytm Neville’a:

k=20 1 2 3
zo | fo = Po(z)
P01(£IZ>
r1 | f1 = Pi(x) Po12(x)
Pra(x) Po123(x)
T2 | f2 = Pa(x) ]P123(ZL’)
PQg(ZIZ)
r3 | f3 = Ps(z)

Uwagi:
e sprawnie wyznacza wartosci funkgji dla pojedynczych punktéow

e gorzej z wyznaczeniem samego wielomianu interpolacyjnego
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Algorytm Neville’a — wersja 2|

def

Tivke = Pi itk (40)

Oznaczenie:

Tablica ilustrujaca algorytm:

zo | fo = Too(x)
Tll(it')
21 | fr = Tio() Toz(2)_
T21(£L'>\ ]ng (a:)
x| f2 = Too(z)__ ]T32(ZIJ)
/T31(£L’)
x3 | fz3 = Ts0(x)
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Wzor interpolacyjny Newtonal

Wielomian interpolacyjny P € I1,,, P(z;) = f; dla i = 0,...,n mozna przedstawi¢
W postaci:

Py..n(x) =ap+a1(x—xp)tas(z—xg)(x—21)+ +an(x—x0) - (z—2xp_1). (41)

Wartosci P(x) mozna wyznacza¢ na wzér schematu Hornera (n — 1 mnozen).
Wspodtczynniki a; mozna wyznaczyé wprost z:

fo = P(x0) = ao

fi=P(x1) =ag + a1(x1 — x0)

f2 = P(x2) = ag + a1(x2 — xo) + az(v2 — o) (22 — 71)

wykonujac n dzieleri i n(n — 1) mnozen.
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Ale mozna tez za pomoca n(n + 1)/2 dzielen\. Zauwazmy, ze dla P;,. ;, oraz
P, .. i,._, istnieje jednoznacznie wspdtczynnik f; . ;. (illoraz réznicowy k-tego
rzedu) taki, ze:

Pig.in (@) = Pig.iy 1 () = fig.in (@ — @) -+ (@ — @4, ). (42)
Mamy wiec nastepujaca posta¢ Newtona czesciowego wielomianu P;, . ;, ():
fio + figin (T —=20) + figiris (@ — o) (x—21) + -+ fig. i (T —T0) - - (T =4, ). (43)

Twierdzenie 4 llorazy réznicowe f;,. ;. sq niezalezne od permutacji
indeksow.

Dowadd: f; . ;, jest wspdtczynnikiem przy najwyzszej potedze wielomianu P, ;, ,
ktory jest jednoznacznie wyznaczony przez wezly, ktore interpoluje. []
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Korzystajac z wiasnoséci 2° z twierdzenia 3 oraz z (42) mamy:
f’ ) P’io---ik (x) — P’io---’ik—l (x) 2
T (@ m) (@)

(@—wig) Piy ...y (@) —(x—x3) ) Pig...ip,_ 4 (@) — P

Xi, — T4

0--lk—1 ('r)

(x k— Tig) (T — x4, )
(x —4,) By, () — (T — 24, ) P i1 () — (T4, — @40) Py iy, ()
(i, —xig)(®—x4)) - (x — x4, _,)
=77 )( Py () — Piy iy, (T))
(@i, — @ip) (2=775) -+ (& — @iy, )
(Piyin(@) = By (@) + Py () — Py iy () @) Jivovin = Jiowin_n
(i, —xig)(x—x4) - (2 — x4, _,) T, — Tig

0
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Schemat ilorazéw réznicowych (tablica zestawiajaca ilorazy réznicowe liczone
wg wzoru z poprzedniej strony):

k=0 1 2 3
Lo Jo
Jo1
L1 J1 Jo12
f12\ Jo123
) Jo /f123
Jf23
L3 /3

Wielomian interpolacyijny:

P(x) = fo+ for(x—x0)+ for2(z—z0)(z—21)+ -+ fo. n(x—20) - (T—2p—1) (44)
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Uwagi:

e Dla zminimalizowania btedu przy obliczaniu wartosci wielomianu
interpolacyjnego Newtona mozna ustali¢ odpowiednig kolejno$¢ punktéw
wezlowych. Dla danego x dobieramy kolejno$¢ o, . . ., i, tak, aby
z—x; | > |z —2;,_|dlak=1,... ,n.

e Jezeli wszystkie odciete x; wezldw sa uporzadkowane tak, ze x; < x;41, to ze
schematu ilorazéw réznicowych mozna odczytaé wszystkie reprezentacje
Newtona. Dla danego x wybdér indekséw nastepuje tak, by kazdy nastepny byt
sgsiedni do ktérego$ z poprzednich.

Przyklad: Zbiér weziow: {(0,1),(1,2),(3,10)}.
zo=01] 1 Po1p(x) =104+ 4(x — 3) + 1(x — 3)(x — 1)

o =3 | 10

(
(
z1=11 2 1 P210(2
(
(
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Reszta w interpolacji wielomianowej

Twierdzenie 5 Jezeli funkcja f jest n + 1-krotnie rézniczkowalna, to dla
kazdego argumentu T istnieje liczba ¢ w najmniejszym przedziale

Izg,...,x,,T|] zawierajgcym T i odciete wszystkich weztéw, spetniajaca
_ . w(@ (e
f(Z) — Po1..n(T) = CET (45)
gdzie
wx)=(r—x9)(z—x1) - (x — xp). (46)
Uwagi:

e Interpolacja wielomianowa nie nadaje sie do ekstrapolacii

e Brak zbieznodci do wartosci funkgji interpolowanej przy liczbie punktéow
wezlowych rosnacej do nieskonczonosci i malejacej do zera srednicy
podziatéw.
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Interpolacja wymiernal

Zadanie interpolacji weztéw (z;, f;) funkcjg wymierna:

_ pPrY(z)  agt+aiz 4+ auat

@May — — .
(z) Qrv(x)  bg+bixz+ -+ byav

(47)

e Pare (u, ) nazywamy stopniem zadania interpolacji wymiernej.
e 1+ v + 2 parametry minus czynnik wspdlny
o u+v+1 weziow (a:i,fi),i:O,...,u—l—y

Rozwigzanie zadania musi by¢ rozwigzaniem uktadu rownan S#*:
P () — [ Q7 () =0 (43)

czyli
CL0—|-CL15E1'—|-'--—|—CLM£135 — filbo + brx; + -+ byx) =0 (49)
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Przyklad: Zbiér punktéw weztowych {(0,1),(1,2),(2,2)} dla p = v = 1 prowadzi
do ukladu réwnan:

apgp — b() = 0
ag + ai —2([)0—|—bl) = 0
ag + 2CL1 — 2(b0 —+ 2b1) = 0

Rozwigzanie ukladu a¢g = by = 0,a; = 2,b; = 1 nie spelnia warunkéw zadania —
funkcja wymierna ®'!(z) = 2% nie jest okreslona w punkcie x = 0. Zatem

rozwigzanie zadania nie istnieje.
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Definicja 2 Wyrazenia wymierne:
_ Pz _ B(z)
Q1(7) Q2(x)

nazywamy rownowaznymi gdy przedstawiajg te samq funkcje wymierngq tj.
wtedy, gdy

(I)l(.fl?)

(I)Q(CC)

Ql_f:'LO) Q2¢O

Pi(7)Q2(x) = Po(7)Q1(x)

Wyrazenie wymierne nazywamy relatywnie pierwszym jesli jego licznik i
mianownik sq relatywnie pierwsze, czyli nie sq podzielne przez ten sam
wielomian dodatniego stopnia.
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Twierdzenie 6 Ukfad S*¥ ma zawsze rozwiqgzanie nietrywialne. Dla kazdego
takiego rozwiqzania Q" % 0.

Dowod: S*¥ jest jednorodnym ukltadem p + v + 1 réwnan z u + v + 2
niewiadomymi, wiec ma rozwiazania nietrywialne (ao, ..., a,,bo,...,b,).
Gdyby Q* = 0, czyli V¥_,b; = 0, to mielibysSmy

PHY(x;) =0, dai=0,...,u+v.

Poniewaz P* jest stopnia v < u + v + 1, wiec mielibySmy P** = 0, co jest
sprzeczne z zalozeniem. ]
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Twierdzenie 7 (Jednoznacznos¢ rozwigzania nietrywialnego) Jezeli ¢,
oraz ®, sq dwoma nietrywialnymi rozwigzaniami uktadu S*", to sq one
rownowazne.

’ 1. Pl x P2 €T
Dowdd: Jesli ¢4 (z) = Ql((a:)) oraz ®,(x) = Qz((a:))’ to
P(z) = Pi(z)Q2(x) — P2()Q1(7) (50)
ma u + v + 1 réznych zer (r;, dlai =0,...,u+ v + 1). Poniewaz stopien P jest
niewiekszy niz u + v, to P =0, czyli ¢, i ¢ sg rownowazne. []

Whiosek 8 (z twierdzen 6 i 7) Dla kazdego zadania interpolacji wymiernej
AWV istnieje jednoznaczna funkcja wymierna ®*¥, ktéra rozwiqzuje
odpowiadajgcy mu uktad réwnan S#¥. Albo funkcja ®*¥ jest rozwigzaniem
zadania A*Y, albo zadanie to nie jest rozwiqzalne.
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Oznaczenia:

¢ Punkty nieosiagalne zadania A*” to wezly, ktére nie sa spelnione przez
funkcje wymierng ®#-¥,
o MV = wyrazenie wymierne relatywnie pierwsze, rownowazne ®#"

Twierdzenie 9 Zadanie A"V jest rozwigzalne, wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego rozwigzania ®*Y uktadu S*V, ®*Y rozwiqgzuje SHV.

Dowad:
=: Zatdézmy, ze PV nie rozwigzuje S**. Wowczas funkcja wymierna

odpowiadajgca wyrazeniu ®#¥ nie rozwiazuje zadania A*¥. Stad i z
wniosku 8, zadanie A" jest nierozwigzalne.

«: Niech ®*¥(z) = £12) Rozwazmy dwa przypadki:

Q(x) "
1. Viecqo,.. ut11 Qi) # 0. Wowczas D1V (x;) = ;.
2. Jicqo,... p+1 Q(x;) = 0. Wowczas wezet (x;, f;) bylby nieosiggalny, oraz
mielibySmy P(x;) = 0. Zatem P i ) zawieralyby czynnik = — z; i nie bytyby
relatywnie pierwsze — sprzecznos$c! ]
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Uwagi:

e Zadanie nierozwiazalne mozna zredukowa¢ do rozwiagzalnego poprzez
odpowiednie zmniejszenie liczby wezlow.

e Dla zadan niedegenerowalnych (tj. takich, ze kazdy podzbiér wezléw stanowi
zadanie rozwigzalne) A™ "™ mozna rozpatrywac ciagg wyrazen wymiernych &+
stopni (u,v), gdzie u < m,v < n.

e W kolejnym kroku zwiekszamy stopien licznika badZz mianownika.
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Odwrotnosci ilorazéw réznicowych

def Lj — Ly

¢(wivxj) — £ —
def Z Jilfj — Lk

O(i; Tj,Tr) = ¢(xi, ) — d(x4, k)

def Lm — Lnp

O(Tis ooy T, Ty, Tp) = o(x;, ¢ (i,

ey T D) — ey T, Ty
Uwaga: Nie sa symetrycznymi funkcjami swoich argumentéw.

Mo 1 2 3 ...

Metoda wyznacza wyrazenia wy-
mierne odpowiadajace gldéwnej
przekatne;j:

W N = O

47

(51)
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Zatézmy, ze wyznaczamy funkcje wymierna

taka, ze ®™"(x;) = f; dla

Dai=1,...

[ dalej:

pr=t(z)/Q" ()

nn _ PM(x)
YT oW
1 =0,...,2n. Mamy:
L Pa) Pm) | P - Grag @)
e e T
r) T — Xo
foxlemn)l gy T e
, 2n zachodzi wiec:
p%—gf;)a =7 f, = Vo)
Q"(x) _ Q" (z) Q"(x1) _
Pri(e) T B T P
¢($0,$1)—|— S

48

(52)

(53)

(54)

(55)
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Kontynuujac, otrzymamy wyrazenie reprezentowane przez utamek tancuchowy:

""" (x) = fo+x —zo/P(x0,21) + T — 21 /P(T0, T1,22) + - - -

(56)
4T — Ton—1/P(x0, 21, - - ., Ton)
Uwaga: Kolejne utamki czesciowe sg wyrazeniami wymiernymi ®+*(x) oraz
orrlr(z)dla p=0,1,...,n — 1 speniajacymi odpowiednie podzbiory zbioru
weztéw zadania:
e™(z) = fo
(1)170(37) — fO +$—$0/(b($0,$1) (57)

dMz) = fot+z—x0/P(x0, 1) + 2 — 21/ P(T0, T1, T2)

Algorytm: Realizacja wzoru 56 z pomoca tablicy odwrotnosci ilorazéw:

0] z0 Jfo

1|z fi ¢(zo,x1)
2| 2 fo ¢(xo,r2) @(T0,71,72)
3| x3 f3 Qb(fl?o,il??,) ¢(m03x17x3) ¢(x07aj17$27$3>
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Odwrotne ilorazy réinicowel

ef
plzi) = f
def  Lj — Li41
/)(CI%, lez'+1) —
Ji — fita
def i — Ti4+k
P(Tiy- s Tipr) = + p(Tig1s- s Tigr—1)
p(Tiy . Tigk—1) — P(Tit1s- - Titk)
(58)
Uwaga: Sa symetrycznymi funkcjami swoich argumentéw.
Twierdzenie 10 Dla p =1,2,..., przyjmujqc p(zo,...,xp—2) =0 dla p =
spetnione jest:
d(xo, ..., Tp) = p(To, ..., xp) — p(To,- .., Tp_2) (59)

Dowod: Indukcja. Dla p = 1 teza jest oczywista.
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Zaktadamy prawdziwos¢ dla p. Wowczas:

Lp — Tp4+1
Qb(il?(),...,ilf _|_1): P P

P Qb(ilf(),...,xp) _¢(x07"°7xp—laxp—|—l> (60)

_ Lp — Tpt1

p(x(h s 73319) T p(x(b ceey Tp—1, xp—|—1)
Z definicji p mamy:
Lp+1 — Tp
P(Tp+1,T0s -+ Tp) —P(T0, -+, Tp—1) = - (61)
! ! ! p(ajp—l—lax()w"axp—l)_p(wa"axp)

Wobec symetrycznosci p mamy teze. ]

Utamek lancuchowy Thiele’a otrzymujemy zastepujac odwrotnosci ilorazéw
roznicowych odwrotnymi ilorazami réznicowymi:

O (@) = fo 2 = ao/plon,m1) + 2 oy plonmrma) —pla) 4o

o+ 2= 2on_1/p(0, . ., T2n) — p(T0, . . ., Tan—2)
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Uogdlnienie algorytmu Neville’al

Oznaczenie:
v def Péu,y(x) . . . . . .
¢ P7(x) = Q"7 () wyrazenie wymierne spelniajace warunki: ®4¥ (z;) = f;
s (x
dai=s,s4+1,....,s+ pu+v. P»(z)iQ""(zr) sa wielomianami stopni

odpowiednio i v.
Twierdzenie 11 Dla ;1 > 1 oraz v > 1 zachodzq:
L (x) — DAL ()

S

vz, (h_@&%%w—ézL%@ .
- )

() ®4"(z) = @47 () +

q),u,l/—l L q),UJaV_l
(b) CI)/SJ”V(:U) — q)g_,:l_l(ﬂj) 4 s41 (.CU) (.CU)
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e Wzoréw z twierdzenia 11 mozna uzyé do

wyznaczenia wartos$ci wyrazen wymiernych » |10 1 2 3
przy odpowiednio wzrastajgcych stopniach. 0 o
e Rdzne Sciezki to rézne metody i rézne final- .
ne funkcje wymierne.
e Dla v = 0 i wzrastajgcego ;1 mamy interpo- 2
lacje wielomianowa Neville’a. 3 ,
e 1 = 0 i wzrastajace v odpowiadaja interpo- o

lacji wielomianowej dla wezléw (z;,1/f;).
e Doswiadczenie pokazuje, ze warto realizowac Sciezke oznaczona liniag ciagla.

e W przypadku konkretnej sciezki suma 1 + v jednoznacznie wyznacza i i v, co
pozwala uprosci¢ oznaczenia.
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Dla sciezki oznaczonej ciggla linia mozemy wprowadzi¢:
Ty = OV, gdziei=s+u+v, k=pu+v

Mamy wowczas nastepujacy algorytm:
Tio = [i, Ti—1 =0

Tik—1—15-1 k-1

Tik = 15 -1 +

T — Ti—k (1 - L= — Tz’—l,k—l) 1
T — Ty Tig—1—Ti—1k—2

Tabela ilustrujgca algorytm:

(wv)=  (0,0) (0,1) (1,1) (1,2)
Too = fo
To—1=0 T1q
T B O TlO — fl T T22\T
1,—1 = 21 —— 15
Too = f2 132
T3 _1=0 T34

T30 = f3

(63)

(64)
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Interpolacja wielomianowa a wymierna - ctg(2.5°) = 22.9037655484

1

fi = ctg(x;)

10

20

30

40

50

57.28996163

28.63625328

19.08113669

14.30066626

11.43005230

14.30939911

23.85869499

21.47137190

18.60658719

21.47137102

23.26186421

22.18756808

22.36661762

23.08281486

22.63519158

10

20

30

40

50

57.28996163

28.63625328

19.08113669

14.30066626

11.43005230

22.90760673

22.90201805

22.91041916

22.94418151

22.90341624

22.90411487

22.90201975

22.90369573

22.90384141

22.90376552

55
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Interpolacja funkcjami sklejanymil

Definicja 3 Niech A = {xg,21,...,2,}, gdziea=x9g<x1<...<Tp =0>b
bedzie podziatem przedziatu [a,b]. Funkcjq sklejanqg trzeciego stopnia na
A nazywamy kazdq funkcje Sa : |a,b] — R takq, ze:

e Sa € C?a,b] (dwukrotnie ciggle rézniczkowalna na [a, b])

e Sa na kazdym podprzedziale [x;,x;11],1 =0,...,n — 1 pokrywa sie z
wielomianem trzeciego stopnia.
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Oznaczenie: Dla zbioru liczb rzeczywistych Y = {yo, ..., y,} przez

rozumie¢ bedziemy funkcje sklejana Sa spetniajaca warunki Sa (Y, z;) = y; dla
1 =20,...,n.

Uwaga: Sa nie jest wyznaczona jednoznacznie (n funkcji stopnia 3 to 4n
parametréw. 2n rownan dla punktéw weztowych + 2(n — 1) réwnosci
pochodnych = 4n — 2 réwnania). Pozostale dwa stopnie swobody mozna
wyeliminowaé np. jednym z nastepujacych trzech warunkdw:

(a) S%(Y.a) = SA(Y,5) = 0.
(b) SXC)(Y, a) = SXC)(Y, b)dla k =0,1,2. SA(Y,-) jest okresowa. (66)
() Sh(Y,a) =y}, Sh(Y,b) =y, dla danych y), 1, € R.
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Interpolacja funkcjami sklejanymil

Niech A = {zg, z1,...,z,} bedzie ustalonym podziatem przedziatu |a, b] oraz
Y ={yo,y1,.--»yn} C R
Oznaczenie:
hjt1 = Xj41 — Tj, j=0,1,...,n—1 (67)

Definicja 4 Momentami funkcji Sa(Y,-) nazywamy wartosci jej drugich
pochodnych w weztach:

M; £ 8X(Y,z;), j=0,1,...,n (68)

Uwagi:
e Druga pochodna funkgcji sklejanej to funkcja kawatkami liniowa (liniowa na
przedziatach [x;, z;11]).
e Funkcje sklejane sa jednoznacznie wyznaczone przez swoje momenty.
e Momenty moga by¢ wyznaczone jako rozwigzanie ukiadu réwnan liniowych.
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Druga pochodna a momenty:

T — _
SZ(Y, ZE‘) = Mj J;L_l + Mj_|_1 leh a dla xr € [CL’j, CUj_H] (69)
j+1 j+1
Calkujac otrzymujemy
€I ; — X 2 xr— 2
S\(Y,z) = —Mj( ‘7;}1 ) —I—Mj+1( 5. ) + Aj; (70)
J+1 J+1
€X; — 3 xr — I; 3
SaY,z) = Mj( Jg;ﬂ A Mj+1( 6h~+J1) +Aj(x —z;) + By (71)
J J
dla x € [zj,2;41],7=0,1,...,n—1, gdzie A, oraz B, oznaczaja stale catkowania.

Ze spelniania odpowiednich punktéw weztowych otrzymujemy:

h?_ .
MJ-—JG+ +B, = vy (72)
h?_
Mjp1—2= + Ajhji + B; = yin (73)

6
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Stad:

B, =

A =

h?
= M
Yj I 6
2
Y — My

+17%5— — B _ Yi+1 — Yj

Pt

Mamy wiec dla = € [z, zj41]:

gdzie:

Bj==5

Sa(Y,z) = a; + Bj(x — x5) + v (x — 25)° + 6 (z — x5)°

/
A

1/
Y. 1.
(V.2;) = ~ Mjhj A, = Y1 Ui Py
2 hj_|_1 6
5j _ Sg’(Yy CE+) _ Mj_|_1
6 6h; 11

60

(74)

(75)

(76)

(77)

(78)

(79)
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Wvyznaczanie momentow

61

Zalozenie ciagtosci S/, (Y, -) w weztach wyznacza n — 1 réwnan dla momentéw.

Podstawiajac A; z (75) do (70) otrzymujemy:

(80)

(81)

(82)

(83)

Tjt1 — )’ (z =)  yir1—y  hin
S/ ' _ _M( 72+ M. J J J ' M. — M.
A( 73:) J 2h3—|—1 —I_ J+1 2hj+1 _I_ hj+1 6 ( J+1 .7)
W szczegdlnoscidla j =1,2,...,n — 1 mamy:
/ YY1 Ny h;
o — vy R hiis
S (Y.et) = P75 Matin Rl
A( xj ) hj—i—l 3 J 6 J+1
A z réwnosci granic:
h; hj +hjia Ryt Yi+1— Y5 Y — Y1
I M. J J+ M. J_M — 27 J J) J
6 LT T3 7T M hit1 h,

czyli mamy n — 1 réwnan dla n + 1 momentéw.
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Wvyznaczanie momentow - c.d.

Pozostate 2 réwnania z dodatkowych warunkéow (66).

Przypadek (66.a):
SA(Y,a) = My =0 SA(Y,b) = M, =0 (84)
Przypadek (66.b): funkcja okresowa, czyli h,, 11 = h1, M1 = My, ypi1 = yY1:

SA(Y,a) = SA(Y,b) = Mo = M, (85)

hn hn T h h - Yn n — Yn—
SlA(Y’ CL) — S/A(Yv b) = F n—11 3 1Mn+€1Ml — Y1 hly _y hy 1
" (86)

Przypadek (66.c):
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hn h Yn — Yn—1

S\NY. D)=y, = —M,_ 1+ —M, =1y —
AY,0) =y, ; 1+ Un, -

Ogodlna postaé dla réwnan (83), (86), (87), (88):

,LLij_1+2Mj—|-)\ij+1:dj, j:1,2,...,n—1,

gdzie: , ,
)\j:hjjzljﬂ’ Mj:l_)\j:hfrjhjﬂ’
_ 6 (yj+1 —Yi Y~ yj—1>
TRt R\ ke hy
Dodatkowo:
Przypadek (66.a):

63

(88)

(89)

(90)

(91)
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Przypadek (66.c):

(

Y1 — Yo __y/
hq 0

6 n — Yn—

B

hn

)

Zatem dla przypadkéw (66.a) i (66.c) otrzymujemy uktad réwnan:

[ 2
M1

Ao
2

A1

Hn—1

fhn

0

An—l

do
dy

(92)

(93)
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Przypadek (66.b):

hq ho,
o + 0y o + 1
d. — 6 Y = Yn  Yn — Yn-1
" h,, + hq h1 b,

Otrzymujemy nastepujacy ukitad réwnan:

2
2

oraz My = M,,

A1
2

A2

M1

65

(94)

(95)
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Interpolacja funkcjami sklejanymi - podsumowaniel

Twierdzenie 12 Uktady réwnan liniowych 93 i 95 sq nieosobliwe dla
dowolnego podziatu A przedziatu |a, b].

Schemat dowodu: Najpierw dowodzimy wiasnosci:

Az = w = max |z;| < max |w;]|.
Nastepnie pokazujemy, ze osobliwos$¢ macierzy przeczy tej wlasnosci. ]
Uwagi:

e Uklady te rozwigzujemy metoda eliminacji Gaussa (uproszczona, bo macierze
tréjdiagonalne).

e Bardzo wazna wiasnosé! W przeciwienstwie do wielomianéw, interpolowane
funkcje sklejane zbiegaja (przy pewnych stabych zalozeniach) do funkcji
interpolowane;.
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Interpolacja funkcjami sklejanymi - przykiad

Interpolujemy funkcjami sklejanymi wezly: (0, 2), (1,1), (3,2), (4,1) przyjmujac
wariant 66.a) tzn. My = M3 = 0. Rozwiazanie:
.

257
|
- - 1.5¢
0
9 1t
_ 4
M= _9
A 0.5¢
- O —
0 1 2 3 4
(9~ x4+ 227 jezeli z € [0, 1
fle)=9q1—32(x-1)+2(@-1)2-3(x—-1)3 jezelixz € [1,3]
12— 1(@—3) - g(@ =3+ 5(x—3)° jezelix € [3,4]
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Metody catkowania |

b
/ f(x)de = F(b) — F(a), gdzie F'(z) = f(x) (96)

Definicja

Catkowanie symboliczne i liczenie wartosci wprost z definicji czesto jest nierealne
e trudnos$é wyznaczenia funkcji pierwotnej

e brak mozliwosci wyznaczenia funkcji pierwotnej (np. nie znamy do konca
samej funkcji f(x))

e wyznaczanie calek za pomoca dyskretyzacii
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Kwadratury Newtona-CotesaI

e Zastepujemy funkcje podcatkowa wielomianem interpolacyjnym.

e Przyjmijmy réwnomierny podziat przedziatu catkowania [a.b]:

b—a

n

x; = a-+1ih, i=0,...,n, gdzie h =

,n>0neN

Niech P,, bedzie wielomianem interpolacyjnym stopnia < n takim, ze:

Py (x;) = fi = f(x4) dai=0,...,n

Ze wzoru interpolacyjnego Lagrange’a mamy:

I
-
3|8
|
8|5

P, (x) = Z fiLi(x), qdzie L;(z)

69

(97)

(98)

(99)
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e Wprowadzamy zmienna ¢ taka, ze x = a + ht. Mamy wiec:

—
.| S
|||
e

Li(x) = @;(t) = (100)

k
k

I
<. O

e Catkujemy:

b b n n n
/ P (x)dr = Z fi/ Li(z)dx = hz fi/ w;(t)dt = hz fic;  (101)
a — a i=0 0 i=0

gdzie wagi
o = / os(1) (102
0

nie zaleza od catkowanej funkcji ani od przedzialu catkowania.
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e Dla n = 2 otrzymujemy tzw. kwadrature Simpsona:
2 2
t—1)(t—2 1
ao:/n( )( >dﬁ:—/(¥—3r+mﬁ::
o (0-1)(0-2) 2 Jo
| 2
= |-t 42 =2 |- —6+4
i R RO
4
3

2 (t—0)(t —2) 2
041:/0 (1-0 1_2)dt:—/0( — 2t)dt =
(

Ostatecznie:

71

(103)

(104)
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e w 0godlnej postaci: kwadratury Newtona-Cotesa

b—a

n

b n
/Pn(fﬂ)dfﬂZhZfiozi, fi=fla+ih), h=
a 1=0

mn
— Zachodzi: E o =n
i=0
— Niech s bedzie wspdlnym mianownikiem wag «;. Woéwczas o; = sa; sa
catkowite oraz:

b n n
/ Pp(x)dx = hZfz'Oéi ! —Sa Z%‘fi (106)
a i—0

n 3
1=0

e reszta kwadratury tj. blad aproksymac;ji:

b b
/ P, (x)dx — / f(o)de = B F®)(¢),  gdzie £ € (a.b)  (107)
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Zestawienie parametrow kwadratur Newtona-Cotesa:

n o ns Reszta Kwadratura
1 1 1 2 nL ) Trapezéw
2 1 4 1 6 K’ fP(E) Simpsona
3 1 3 3 1 8 h°Z (¢ 3/8

4 7 32 12 32 7 90 K" ©)(¢) Milne’a

5 19 75 50 50 75 19 288 A7 %f@ & —

6 41 216 27 272 27 216 41 840 Rr°—2_f®)  Weddlea

1400

Dla n > 6 pojawiaja sie ujemne wspdlczynniki co stanowi niebezpieczernistwo
duzych btedéw numerycznych.

Uwagi:

e rzad kwadratury = r gdy catkowanie wielomianéw stopnia < r — 1 jest

bezbledne

e kwadratura trapezdéw jest rzedu 2, Simpsona rzedu 4
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Kwadratury ztozone |

o Calkujemy w [z;,z;41] dlai=0,...,n — 1, gdzie z; = a + ih, h = =2

n

e Zlozona kwadratura trapezéw

n—1 n—2
e 1 a)+ f(b ,
T £ 3 Shifte) + )] = fa)+ 70 > Slain)| (108
Dla f € C?|a,b] reszta kwadratury w przedziale [z;, x; 1] wynosi
SHIAE),  gdde & € ni,wi] (109)
Sumujac reszty otrzymujemy:
h3 n—1 @)
/ f(z D) Z F&) =
(110)

e Zf<2> &)= 5 W fP(e),  gdde ¢ € (a.b)
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e Zlozona kwadratura Simpsona (n parzyste)

S(h) = Ih[f(a) + 4f(a+h) +2f(a+ 2h) + 4f(a + 3h) +

(111)
-+ 2f(b—2h) +4f(b— h) + f(D)]
Reszta kwadratury:
5 n/2—1
/ f(x)dx = Z FO(
_ 2 n/2 1
90 7 2 f) = 180 FW),  gdze € € (a,b)
o (112)

Uwagi:
e rzad kwadratury ztozonej pozostaje taki jak skladanej kwadratury

e reszty zbiegaja do zera z potega h (mimo sumowania sie bledéw skladanych
kwadratur)
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Zlozona kwadratura Simpsona w C++:

1 typedef doubl e FunCal k(doubl e);

2

3 doubl e Si nmpsonZ( FunCal k =f, double a, double b,

44

© 00 ~N o O

10
11
12
13

1f (n% || n<4) throw "N epoprawne n";
double h = (b-a)/n;
doubl e parts][3];
parts[0] = parts[1l] = O;
parts[2] = f(a) + f(Db);
double z = b-h;
for (int i=n,k=0; --1; z-=h,k=lk)
parts[k] += f(z);
return (parts[2]+2«parts[1l] +4+xparts[O0])=*h/3;

I nt n)
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Kwadratury z interpolacji Hermite’al

Interpolacja Hermite’a

e zagadnienie interpolacji weztow (x;, y, (k )) k=0,. —1,7i=0,.

wielomianem P stopnia n = >_." n; —

e rozwigzanie jest jednoznaczne

e uogodlnienie wielomianéw Lagrange’a:

m n;—1

1 speirna]qcego P (z;) =

0 w przec. przyp.

) =3 > M Li(e), gdze L (z)) = {1 gdyi=jAk=0

1=0 k=0

@/'\.
.

\/\‘
.

7

(113)
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Kwadratura dla wezilow £(0), (1), £(0), £ (1)

Z uogdlnionego wzoru Lagrange’a dostajemy:

P(t) = fO)[(t=1)2+2t(t = 1)°]+ fF(L)[t* =262 (t = 1)+ f/(0)t(t = 1)* + f' (1)t (t - 1)
(114)

78

Po scatkowaniu:

/0 P(t)dt = 5((0) + F(1) + = (F(0) — (1) (115)

Po przeksztalceniu zmiennych:

b
[ f@)dz = M) = Sh(F@) + FO) + 1512 (@) - £B) (126

gdzie h = b — a.
Reszta kwadratury:

b
M) - [ f@)de =~z F D), €€ (@) (117
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Wz6r sumacyjny EuIera-MacIaurinaI

Twierdzenie 13 Niech g € C?*™%2[0,1], m € N. Wdwczas:

1
1 By _
| ottt = 5(000) + (1) + Z (02D (0) g I()
B2m—|—2 (2 +2)
— " : c (0,1
g (f) €€ (0.1)
gdzie B, to liczby Bernoulliego (By = %, By = —%, Bg = ﬁ, Bg =

Schemat dowodu
e Wielomiany i liczby Bernoulliego — definicja i wlasnosci.

e Stosowne rozpisanie catki fol g(t)dt.

79



80
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Wielomiany i liczby Bernoulliego
Definicja 5 Wielomianami Bernoulliego nazywamy rodzine wielomianéw
B;, 1 =0,1,... spetniajgcq nastepujgce warunki:
1. Bi(z)=x—1%
2. B (x) = (k+1)Bk(x), k=0,1,...
3. B2i41(0) = Bai41(1) = 0, [=1,2,...
Przyklady: Bo(gj> — 1’ Bl (x) = T — %’ B2(gj> — x2 —x + %, (119)
Bs(z) = a® — S + 1u, By(z) = z* — 223 + 2% — 55

Definicja 6 Liczby Bernoulliego to wartosci By, = Bx(0),k=0,1,....
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Wielomiany Bernoulliegol

0.8
0.6
0.4 Wilasnosci:
0.2
o— — _— e Wielomian By, jest stopnia k.
0.21 e (—1)*Bi(1 —z) = Bi(x)
0.4} e Bi(0)=Bk(l) =B, dak#1
-0.61

0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Wvkorzystanie wielomianéw Bernoulliego dla dowodu wzoru (118)

Catkowanie przez czesdci:

| B wa = 5Baog 0| =5 [ Batog
(120)
! k—1 k—1 : 1 ' k
/0 Bea(g™ V(e = 3 Bi()g* (1) — / By (H)g™® (¢)dt
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Wz6r sumacyjny EuIera-MacIaurinaI

Rozszerzajac wzér (118) na n € N przedzialéw otrzymujemy dla g € C?™*2[0, n]:

/Ong(t)dt = g(0) ‘;g(n) 4 Z_:g(i) 4 Z 512; (9(21—1)(0) _ 9(25—1)(n))

- (QijT;)!ng@m”(f), ceon) (12

W ogdlnym przypadku przedziatu [a, b] i jego réwnomiernego podziatu na n czesci
(h = 2=2);

b
| f@de=T Zh” B” (D (0) - FEI )
hmw(zﬁi%( —a>f<2m+2><s>, £ € (a,b) (122)

gdzie T'(h) oznacza zlozona kwadrature trapezow.
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Kwadratury ekstrapolacyjnel

Rozwiniecie (122) zlozonego wzoru trapezéw T'(h) dla funkcji f w zaleznosci od
dtugosci kroku h:

T(h) =10 +711h* + - + T h*" + g1 (R)R77 2, (123)
gdzie
b
B _ _
e [fOd om0~ [ @), k= Lm (129
Oraz

o) = A=) [CTIER), S e (@) (129



Metody Numerycznell 85

Kwadratura Romberga I

Jedli f ma wszystkie pochodne w [a, b], to w przej$ciu do granicy m — oo
otrzymujemy szereg potegowy:

7'0-|—7'1h2—|-7'2h4—|-"° (126)

Reszta rozwiniecia maleje z malejacym h. Rozwiniecie mozna traktowac jak
wielomian zmiennej h? przyjmujacy wartos¢ catki 7o w h = 0.

Dla ciggu diugosci krokéw {h; = &2 : i =0,1,...,m}, gdzie ng = 1 oraz

{n; :i=0,1,...,m} jest ciagiem $cisle rosnagcym, wyznaczamy kwadratury
trapezdw:

Tz'() — T(hz), 1= O, 1, eI, (127)
ktore traktujemy jako wezly zadania interpolacii.

Jesli T, (R) jest wielomianem zmiennej h? interpolujacym te wezly, to wartosé
ekstrapolowana T, (0) jest przyblizeniem szukanej catki 7.
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Interpolacja Neville’a dla kwadratury Rombergal

Cel: Wyznaczyé T (0)

Algorytm: Dla indekséw i, k takich, ze 1 < k < i < m definiujemy Tj; (k) jako
wielomian zmiennej h? stopnia co najwyzej k spehiajacy:

Warto$é Ty (0) wyznaczamy algorytmem Neville’a:

Tigk—1— 151 k-1

[%;’“]2 B (129)

Ti, =15 -1 +

Wdwczas:
Tire = T3 (0) (130)
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Tablica algorytmu Neville’a dla kwadratury Romberga:

h% T(h0> = Too
T11

hi | T(h1) = Tio TQQ\
T21\ /T33

2 _
hy | T(hz2) = oo 52
/T31
h3 | T(hs) = Tso

Uwagi:

e Niektére kwadratury dla i = k& to kwadratury Newtona-Cotesa:

— hy = % = T11 jest kwadratura Simpsona

— dodatkowo hy = % = Tho jest kwadraturg Milne’a

e oryginalna metoda Romberga: h; = }”2_ L =1,2...

[ ] 9 h ,L_ h ,L_ .
¢ Clag Bulirsch’a: hgi_l = 22 Q,hgi = %, 1= 1,2 ..

87
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Kwadratury Romberga - przyklad

Calkujemy f(x) = z° w przedziale [0, 2].

ho

Przyjmujemy h; = 3.

Wodwczas:

ho =2 | Tog = 8
T

hlzl T10:5

— 54

(1)

=4

88
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Interpolacja wymierna dla kwadratury Romberga

Dla interpolacji wielomianowe;
e trudno okresli¢ dokladnosé,

e czesto warunek stopu to: |Ty,—1.m—1 — Trn.m-1| < €s, gdzie s jest
oszacowaniem wartosci calki f; | f(t)|dt,

W interpolacji wymiernej mamy:
Ty = T(hi) (131)

Ty, = Tijgp—1+

o 1<k<i<m (132

e mozna oszacowac reszty
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Kwadratury Gaussa |

Zadanie: Wyznaczanie catek postaci

1(f) = / w(@) f (@)d, (133)

gdzie w(x) jest funkcja wagowa na (skoriczonym lub nieskoniczonym) przedziale
la, b], spelniajaca nastepujgce warunki:

o w(z) =0

e w jest funkcja mierzalng na przedziale [a, b]

e dlak=0,1,... momenty u; = ff z*w(x)dx istniejg i sa skoriczone

e dla wielomianéw s(z) nieujemnych na [a, b] z réwnosci f; w(x)s(x)dx =0
wynika, ze s = 0.
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Rozpatrywane kwadratury:
I(f) =) wif(z). (134)
1=1

e W przeciwienstwie do kwadratur Newtona-Cotesa tutaj wezly nie musza byc
rownoodlegte.

e Jak dobraé odciete x; oraz w;, zeby zmaksymalizowa¢ rzad kwadratury?
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Podstawowe definicje:

Definicja 7 Zbiorem unormowanych wielomianéw rzeczywistych
stopnia 53 nazywamy

def

I, = {p:plx)=2" + a2 '+ +a;} (135)

Definicja 8 Iloczvnem skalarnym funkcji f i ¢ nazywamy

(f,9) / w(@) f(2)g(x)de. (136)

Definicja 9 Przez L?|a,b] oznaczaé bedziemy przestrzeri wszystkich funkcji
okreslonych na przedziale [a, b, dla ktérych catka

(f.f) = / w(@)(f (2))?da (137)

jest dobrze okreslona i skorczona.
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Twierdzenie 14 (Wielomiany ortogonalne) Istniejq wielomiany
p; €I0;,7=0,1,... spetniajgce

(Pi;pr) =0 dlai#k.

Wielomiany te sq wyznaczone jednoznacznie wzorami:

po(x) = 1
pit1(T) (x = 0iy1)pi(w) — %2+1pz'—1(33)a

gdzie p_1(x) = 0 oraz

57;_|_1 = (xpi7pi) dla 1 = 0

{ 0 dlai=0

2
Yie1 = (pi,pi) dlai>1
(pi—lapi—l) -

Dowod: Ortogonalizacja Grama-Schmidta:
Z definicji IIy mamy pg(x) = 1.

93

(138)

(139)
(140)

(141)

(142)

Zalézmy prawdziwosé tezy dla wszystkich j < i. Dowolny wielomian p;41 € IT; 44
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ma jednoznaczne przedstawienie
Pi+1(x) = (x — dit1)pi(z) + ci—1pi—1(x) + - - + copo(z). (143)
Jedli p; 1 € Il 1, to
e dla j = ¢ mamy:
(Pi+1,P5) = (xpi, pi) — dix1(pispi) =0 (144)
e dla j < i mamy:
(Pit1,p5) = (2pi,pj) +¢j(pj,p5) =0 (145)

Z zatozen dla w(x) przy podstawieniu s = p? wynika, ze (px, pr) # 0, wiec
di+1 1 ¢; sa wyznaczone jednoznacznie.

Z zalozenia indukcyjnego dla j < ¢ mamy:

Pip1(x) = (x = 8541)p; () — 771 1pj—1(2) (146)
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Stad (pjy1,p:) = (zpj, i) = (xps, pj), @ zatem

. . _ A2 — 5
¢ = _(pj—l—lapz) _ { V42 dla g=1—1 (147)

(pj,pj) 0 dlaj<i—1"
czyli
Pit1(z) = (& — 6iq1)pi(x) — Vi 1pio1 (). (148)
Whiosek 15 Jesli p € I1,,_1, to (p,p,) = 0.

Twierdzenie 16 Wielomian p,, ma n rzeczywistych i pojedynczych zer -
wszystkie w przedziale |a, b].

Twierdzenie 17 Cigg wielomianéw ortogonalnych jest uktadem Czebyszewa
tzn. spetnia nastepujqgcy warunek Haara:
Dla wzajemnie réznych argumentow t;,i = 1,...,n, macierz

[ po(t1) -+ pn—i1(t1) |
A= z (149)
Po (tn) o pn—l(tn) _

jest nieosobliwa.
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Twierdzenie 18 Niech x4, ..., z, bedqg zerami wielomianu p,, oraz niech
wq, .. .,w, bedq rozwigzaniem nieosobliwego uktadu rownan
& : dla k =0,
Zpk(xi)wi = { épo Po) dlg k — 1 n_ 1 (150)
— e .
Woéwczas w; >0dlai=1,...,n, oraz dla kazdego wielomianu p € Ils,,_4
b n
[ wp@ids =Y wplz). (151)
@ i=1

Jesli w;,x;,1 =1,...,n spetniajg (151) dla wszystkich p € I15,,_1, to x; sq
zerami wielomianu p,,, a w; spetniajq (150).

Nie istniejq takie z;,w;,i = 1,...,n, ktore spetniajg (151) dla wszystkich
p € 1ly,.
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97

Twierdzenie 19 Zera wielomianu ortogonalnego p,, sq wartosciami wtasnymi

macierzy tréjdiagonalnej

01 V2 0
Yo 02 Y3
J, =
| 0 Tn  On _

(152)

Twierdzenie 20 (Reszta kwadratury Gaussa) Jezeli f € C*"[a,b], to dla

pewnego & € (a,b)

b (2n)
/a dZL' — szf 332 — f( )(g) (pnapn)'

(153)
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Najprostsza kwadratura Gaussa (Gaussa-Legendre’a):

Dla funkcji wagowej w = 1 i przedziatu [a, b] = [—1, 1], wielomianami ortogonalymi
sq:

z? — 1)k, k=0,1,... (154)

0.57

Yy

-0.57
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Kwadratury Gaussa-Legendre’a:

e~ S w ()
/—1 i=1

L Wwj
1~
2 i% ~ 0.577350 1
3 0 S~ 0.888889
+v0.6 =~ £0, 774597 g ~ (0, 5955556

(1+3/%) ~ 0.652145

4 i\/(S — 41/0.3)/7 ~ 0.339981
i\/(?) 1+ 44/0.3)/7 ~ 0.861136 (1 1 %) ~ 0.347855

N~ N

122
5 0 122 ~ 0.568889

\/ 5—21/10 ~ 0.538469 | i (161 + 65v/0.7) ~ 0.478629

i%\/i') + 2,/ ~0.906180 | 55(161 — 651/0.7) &~ 0.236927




Metody Numerycznell 100

Inne kwadratury Gaussa:

a, D] w(r)  Wielomiany ortogonalne
[—1,1] \/11_7 T, (x) — Czebyszewa
0, o0] e ” L,(x) — Laguerre’a
—00,00] e T H, (x) — Hermite’'a
2 1) V2 —1\"
T, (x) = cos(narccos(x)) = (24 Ve ) —; (z - ) (155)

-0.5¢7
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Metody aproksymacjil

Zadanie aproksymaciji funkcji f(x) polega na wyznaczeniu parametrow

ap, -

.., a,, pewnej funkcji F' tak, by zminimalizowac ||f(z) — F(ag, - - ., am;x)||-
przestrzen parametréw wyznacza przestrzen funkciji
aproksymacja punktowa i integralna

najczestszy przypadek: przestrzen funkgcji jest przestrzenia liniowa — funkcja F'
ma postaé wielomianu uogdélnionego

F(z) = appo(z) + a1p1(z) + -+ - + ampm(z) (156)
aproksymacja wymierna

appo(x) + arp1(x) + - + appr(x)

F (@) = o Go@) + brn (@) + -+ by ()

(157)
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Wybdr przestrzeni funkcji i minimalizowanej normy
e Interpolacja - przestrzen gwarantuje zerowa warto$¢ normy
e Aproksymacja $redniokwadratowa:

1
2

b
1120 = (/ w(x)f(:p)2dx> (158)

w przypadku dyskretnym

20 =) w(w) f(z;)’ (159)

1=0

1f

e Aproksymacja jednostajna

Hf” — Sup:ce[a,b”f(x)’ (160)
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Aproksymacja wielomianowa

Twierdzenie 21 (Weierstrassa) Jezeli funkcja f(x) jest ciggta na
skoniczonym przedziale [a,b], to dla kazdego ¢ > 0 mozna dobra¢ takie n, ze
istnieje wielomian P stopnia n, ktéry na catym przedziale [a,b] spetnia
nierownosc¢

|f(zx) — P(x)| < e. (161)
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Aproksymacja sredniokwadratowa wielomianami uogoélnionymi

Rozpartujemy funkcje postaci

Fz) =) aipi(x). (162)
i=0
©o, - - -, Pm to funkcje bazowe m + 1 wymiarowej przestrzeni liniowe;.

Rézne uklady bazowe:
o 1 2 m
S
. . . 7 . oo b
e rodziny wielomiandéw z interpolacji Lagrange’a czy Newtona
e wielomiany ortogonalne

e sinx,cosz,sin2x,cos2z,...,sinkx, cos kx
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Zadanie: minimalizacja bledu:

E(ao, . ,am) = Zw(wz) f(%) — Zajgoj(flﬁi)

- -2

Minimum E w punkcie, gdzie pochodne czastkowe sag zerowe

OF

5ak

—ZQw(xi)

m

fzi) = ajoi(xi)| ee(z:)  k=0,...,m

7=0

Uktad normalny w postaci macierzowej:

gdzie

D —

o (o)

Yo (xn)

DDA =D'f
©m (o) | [ ag | I f(xo) |
Spm(xn) | B am | B f(ilfn) _

105

(163)

(164)

(165)

(166)
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Najprostsze podejscie do sredniokwadratowej aproksymacji
wielomianowej:

Funkcje bazowe:

pi(z) =", (167)
Warunki minimum:
C(;Ci 0 = 2 f(x;) — ]Z::O a;z) | zF =0 (168)
czyli
Zf T;)x zzm:a] “ :U“Z+k, k=0,...,m (169)
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W prostszej formie:

Zaigik:pka k:O,...,m

1=0

9ij = ZCU;M, Pk = Z f(flfj)x?
j=0 j=0

Uwagi:
e Dla m < n rozwiazanie jest jednoznaczne
e Dla m = n rozwiazaniem jest wielomian interpolacyjny
e Dla m = 1 mamy aproksymacje funkcja liniowa y = ag + aj:

EXY — EXEY  cov(X,Y)
a1 = —
"7 EX?2— (EX)? var(X)

ag — EY — alEX

e Zmiana stopnia wielomianu aproksymujacego wymaga ponownego
rozwigzania uktadu normalnego.

107

(170)

(171)

(172)
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Problem zlego uwarunkowania

Zatézmy, ze punkty x; sg rdowno rozmieszczone wewnatrz przedziatu [0, 1]. Dla
duzych wartosci n:

n 1
o itk itk _ n S
gzk—zlxj Nn/o x; BT ,k=0,....,m (173)
]:

Macierz wspdtczynnikéw ukiadu normalnego:

p— 1 l 1 —
2 1
11 e
2 3 m—+2
A= . . (174)
1 1 . 1
L m—+1 m-+2 2m—+1 4

Macierz odwrotna ma z kolei bardzo duze wartosci co powoduje bardzo duze bledy
zaokraglen.
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Aproksymacja za pomoca wielomianéw ortogonalnych

Definicja 10 Funkcje f(x) i g(x) nazywamy ortogonalnymi na dyskretnym
zbiorze punktéw xg, ..., x, gdy

> f@i)gla:) =0 (175)
1=0
przy
> i) >0, Y gP(xi) >0 (176)

Uwaga: Zastosowanie wielomiandw ortogonalnych jako bazy przestrzeni
eliminuje problem ztego uwarunkowania macierzy uktadu normalnego.
Macierz ta staje sie diagonalna, z elementami przekatne;j

aj; =Y @3 (xi). (177)
1=0
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Metoda wielomianéw ortogonalnych
1. Kazdy wielomian jest kombinacja liniowa wielomianéw ortogonalnych.
2. Wielomian aproksymaciji to ten o najmniejszym btedzie kwadratowym.

Niech P, ..., P,, beda wielomianami ortogonalnymi o stopniach réwnych
indeksom oraz @),,, € I1,,,. Wowczas istnieje jednoznaczny rozkiad

Qm(x) =bogPy(x) + -+ + by P (). (178)

Wspodtczynnik by tatwo wyznaczyé mnozac tozsamosé (178) przez Pr(x) i sumujac
rownosci uzyskane dla podstawien xo, . .., x,. Otrzymujemy:

Z Qun (i) Pr(z;) = bg Zpo(xi)Pk(il?i) + -+ by ZP,?(:I:Z) + ...
i:O = =0 (179)
b Y Pra(i) Pr(as)

1=0
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Wobec ortogonalnosci rodziny { P;} mamy:

Z Qu () Py () = by, Z P2(z,).

1=0
Stad
> Q) Plas)
by = =0 . k=0,...,m.
> Pi(xy)
i=0
Szukamy wspdtczynnikdw by, . . ., b, minimalizujacych

S =" [boPo(wi) + -+ by Pu(zs) — fl0)])

1=0 _~

i=0 §=0

= (Z bij(fEi)) — 2 (Z bij(;pi)> fla) + f2(z;)

111

(180)

(181)

(182)
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W wyniku ortogonalnosci { P;} oraz podstawien:

=Y Pi(zi), ¢ =) Pix)f(z:), j=0,...,m (183)
1=0 1=0
otrzymujemy
S=> "> bPXa;i)—2) > biPilai)f(zi) + > fi(w) =
i=0 j=0 i=0 j—O i=0 (184)
:Zb?sj 226 C~7+Zf x;) Z b2sj 2b.; cj Zf2(:132)
=0 i=0 §=0 i=0
Poniewaz
2 2
b2s; — 2bic; = s; <b§ zbjc—”> = s, <b§ — b, L+ C—%) S
Sj Sj Sj Sj
(185)
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blad kwadratowy

113

(186)

(187)

(188)
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Przypadek réwnoodleglych punktow

T—X(Q

Dla zbioru punktéw x; = zg +ih,7 = 0,...,n wprowadzamy ¢ = ¥ (liczby
catkowite) i wyznaczamy odpowiednie unormowane wielomiany ortogonalne:

Pon(t) =14 byt +bot(t — 1)+ ... 4bpt(t—1)--(t—k+1)

189
Pkm(O):O k:O,l,...,m ( )
Dowolny wielomian P; ,, () mozna zapisa¢ w postaci:
J
Pin(t) =) dy(t+s), (190)
s=0
gdzie d, sa stalymi, a wielomiany czynnikowe v Z r(r —1)--- (r — j + 1).
Warunki ortogonalnosci:
n n J
Y Pin(i)Pen(i) = do(i + )P, (i) =0, j=0,....,k—1, (191



Metody Numerycznell 115

wiec by je spelni¢ wystarczy by

Y i+ )V Pn(i)=0, j=0,...,k—1. (192)
i=0
Sumujac
(i + )P (i) = (i 4+ U+ b1+ HIT 4o by (i 4 )TN (193)
po wszystkich i = 0, ..., n, otrzymujemy
Y i+ )P (i) =Y (4 ) 400 Y (47 by Y (i4+5)0HH (194)
i=0 i=0 =0 =0
Wykorzystujac, ze
—~ + 5 + 1)ls+1] . .
S = BHIEDTT itk (195)



Metody Numerycznell 116

i dzielac obie strony przez (n + j + 1) dostajemy dla j =0, ...,k — 1

1 n n!" Q3
-+ b+ + by, = — =0, 196
1+j 245 k+1+4j " (k+1+j)H (1%6)
gdzie Q(j) jest wielomianem stopnia co najwyzej k o zerach j =0,...,k — 1.
Przyjmujemy
ar =bpnl®l, Q) =4 —1)---(j —k+1)Ch = Crj™, (197)

oraz mnozymy (196) przez (1 + j). Dostajemy

1+ 1+ Crj !
1+ g+t = -, 198
2—|—ja1 k+1+]ak 24+75)B8+7) - (k+1+7) (198)
skad dla 7 = —1 wynika
1-2...k
C, = — (—1)k. (199)
() (kY
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Aby wyznaczy¢ as dla s = 1,. ..,k mnozymy (196) przez (s+1+j) i przyjmujemy
j = —(s+1). Otrzymujemy:

L (D*M s +145)  (D*(=s=1)(=s—2)-- (=5 — k)
T (k+1+ BT (k—s8)(k—s—1)---1-(=1)---(—5)
(=1)%F(k + s)l¥ (k + s)lFls! (k+s) k!

~ (k- s)l(=1)ss! :(_1)83!3!(k—s)! = D sl(k — s)!

(7))

Zatem ostateczna posta¢ wielomianéw ortogonalnych (Czebyszewa/Grama) to:

k S
Pent) = > (~1)° <k> (k“) t”, k=0,...,m, (201)

S S
s=0

(200)

a wielomian aproksymacyjny ma postac

Qu(z)=>""p, (x _hx0> . (202)
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Aproksymacja funkcji ciaglych
Znamy funkcje, chcemy ja aproksymowacd inna funkcja.

Dla funkcji aproksymowane;j f ciaglej na [a, b], funkcji wagowej w(x) oraz rodziny
funkcji aproksymujacych

F(:IZ) — a/OQOO(x) ot angpn(x) (203)

minimalizujemy wartos$¢ funkcji

EnZ/:w(x) [F(x)—f(x)]zdxzf

a

Rozwiazujemy ukltad réwnan:

(;lj: :/ [Z a;p;i (%) — f(CU)] @;(z)dx

)

, (205)

n :Ob
- Za@-/ pi(x)pi(x) — [ flz)p;j(z)de =0, J=0,...,m.

i=0 a
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Przyklad: ZnaleZ¢ najlepsza aproksymacje kwadratowa funkcji f(z) =

przedziale [0, 1] wielomianem stopnia pierwszego Q(x) = ag + a;x.

Otrzymujemy uktad réwnan:

1 1 1
a,o/ 1%dx + aq / rdr = Vadr
0 0 0

1 1 1
aO/ xdx + a1/ w2dx :/ Vzrdr
0 0 0

Czyli:

n 1 2
ap + —a1 = =
P oM T3
1 n 1 2
—ap+ —a1 = —
270 T3 T 5

Rozwigzanie:

4 4 4 4
a0 = 1p a1 = ¢, Q(x) = 1—5—|—5x

119

VT W

(206)

(207)

(208)
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Obliczenia moga by¢ mniej uciazliwe przy uzyciu wielomianow ortogonalnych.

Przyklad: Znalez¢ najlepsza aproksymacje kwadratowa funkcji f(z) = e* w
przedziale [0, 1] wielomianem stopnia drugiego przy uzyciu wielomianéow
ortogonalnych Gaussa-Legendre’a (154).

t+1

Podstawiamy = = £+ i przyblizamy funkcje e 2 wielomianem

Q(t) = CL()P()(t) -+ a,lPl(t) + CLQPQ(t):

1 Lo,
aO/ 12dt:/ e 2 dt
—1 —1

1 1
a / 2dt = / te T dt (209)
—1

—1

1 2 1
1 I\
a,2/ (tQ——) dt:/ <t2——> e dt
» 3 » 3

W rozwigzaniu Q(¢) podstawiamy ¢ = 2x — 1.
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Metoda wyrownywania

e W przypadku pewnych nieliniowych zaleznosci:

— trudno skonstruowaé odpowiedni wielomian uniwersalny

— trudno rozwigzaé wprost ukiad réwnan nieliniowych gE

(2

e Zastosowanie znajduje metoda wyrownywania (linearyzaciji).

o Jedli zaleznos$é miedzy x a y jest nieliniowa, a istniejag odwzorowania
wzajemnie jednoznaczne ¢, ¢ takie, ze zalezno$¢ miedzy X = p(z,y) a
Y = ¢ (z,y) daje sie opisa¢ wielomianem uniwersalnym, to aproksymuje sie
zaleznos$¢ miedzy X i Y i minimum przenosi do wyjsciowych zmiennych.

e Nieznanej zaleznosci miedzy = a y czesto szuka sie eksperymentalnie
(najczesciej wizualnie) posrdd nastepujacych:
b T b
y=axr+Db Yy = ax y = ab y=a+ —
v (210)

1 B T
ar + b y_CLZU+b

Yy = y=alnx+>b
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Aproksymujemy (przy pomocy réwnan 172) liniowa zaleznos$é

Y =aX + 3, (211)
gdzie stosujemy nastepujace podstawienia:
zaleznos$¢ x i y podstawienia
y = bx? X =logz, Y =logy, 8 =1ogb
y = ba” Y =logy, a =loga, B =1logb
y=a-+ % Y =2y
_ 1 1
Y= axx—l—b Y = g
Y= axr+b Y = §
y=alnx+0b X =logx

Brak specyfikacji podstawienia dla danej zmiennej oznacza odpowiednio:
X=z, Y=y, a=a, B8=0b (212)

Uwaga: Minimalizacja bledu sredniokwadratowego dla ww podstawieni

gwarantuje optymalng warto$¢ funkcji bledu dla oryginalnych zmiennych tylko
woéwczas gdy biad ten jest zerowy.
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Aproksymacja funkcjami sklejanymil

Przypadek rownoodleglych weztéw

Dany jest podziat A = {z; : i =0,...,n} przedzialu [a, b] taki, ze x; = z¢ + ih,
qdzie h = =2,

n

Twierdzenie 22 (Baza przestrzeni funkcji sklejanych) Niech funkcje

®3(x),i = —1,0,...,n,n+ 1 bedq okreslone wzorem
(2 —25-2)° dla © € [zi_a, zi_1]
X h> +3h*(x —xi_1) +3h(z —xi-1)* = 3(x —x;—1)® dlax € [xi_1,x4]
@?(ZL’) = ﬁ <R3 + 3h2($¢+1 — LE) + 3h(a:i+1 — 37)2 — 3(:17@'4_1 — 37)3 dla x € :LE@',LE@'+1]
(CEH—Q - LE)3 dla z € :LE@'_H, LEH_Q]
L0 w pozostatych przyp.
(213)

Funkcje ®;(x) = ®(x) okre$lone na [a,b] stanowiq baze przestrzeni funkcji sklejanych
trzeciego stopnia na A.
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Whiosek 23 Kazdqg funkcje sklejanq trzeciego stopnia Sa(x) mozna
przedstawié¢ w postaci:

n+1
Salz) = > ®i(), (214)
i=—1
gdzie ¢; sq liczbami rzeczywistymi.
Wiasnosci funkcji bazowych:
Wykres @7 ()
Wartosci ®7(x) i pochodnych
£ Li—2 | Li—1 99 Lit+1 | Li42
7 (x) 0 1 4 1 0
(@) | o | £ ] 0 | =] 0
/!
(@) | 0 | 3 | =7 72 | O

=
>

L] L]
Ti—2 Ti—1 Ti Ti41l Ti42

Sa klasy C?((—o0, 00))
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Aproksymacja funkcjami sklejanymi z ré6wnoodleglymi weztami
Minimalizujemy:
b n—+1 2
E :/ [f(:e) — Z czq)?(x)] dx (215)
a i=—1

Minimum wyznacza rozwigzanie uktadu n + 3 réwnan z n + 3 niewiadomymi:

oF

=0, j=-1,...,n+1 (216)
5c3

czyli:

n—+1
Zcz/ O3 ()03 (x /f )®3 (z j=—-1,....n+1 (217)

1=—1

Wprowadzajac a;; = ff ®? (2)®3(x) otrzymujemy uklad réwnan o symetrycznej
siedmiodiagonalnej macierzy gtéwne;.
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Aproksymacja funkcjami sklejanymi dla dyskretnego zbioru punktow

Odciete wezlow: {z;,i =0,...,m}, gdzie m > n + 3.

m n+1
J= 1) = Y ci®i(z) (218)
k=0 i=—1
Z przyrownania pochodnych czastkowych do zera mamy uktad:
n—+1 m
Z bijci = Zf(zk)q)?(zk)a jg=-1...,n+1 (219)
i=—1 k=0
gdzie
bij = > BF(21) 93 (zk) (220)
k=0

jest symetryczna siedmiodiagonalng macierza.

Jesli wyznacznik ukladu jest rézny od zera, to jego rozwiazanie okresla minimum
funkciji J.



Metody Numerycznell 127

Aproksymacja jednostajnal

k= Sup:ce[a,b”f(x) _ F(CIZ)| (221)

e Z twierdzenia Weierstrassa (tw. 21) wynika, ze dowolna funkcje f ciagla na
la, b] mozna aproksymowac jednostajnie wielomianem z dowolng
doktadnoscia.

Funkcja btedu:

e Twierdzenie Borela méwi, ze dla kazdej funkcji f(x) na przedziale [a, b] oraz
n € N istnieje wielomian W,,(x) o minimalnym btedzie aproksymac;ji
jednostajnej.

e Twierdzenie Czebyszewa mowi, ze taki wielomian jest tylko jeden.

Brak ogdlnej metody wyznaczania wielomianu najlepszego przyblizenia
jednostajnego.
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Metoda szeregéow potegowych

Jezeli funkcje f(x) mozna na [a, b] rozwinaé w szereg Taylora, to przyblizeniem
moze by¢ odpowiednie obciecie szeregu:

f' (o) f" (o)

o4 f(n) (‘CCO)
1! 2!

n!

Wh(z) = f(xo)+ (x—20)% +-

(x—x0)+

(x—z0)" (222)

Oszacowanie bledu z reszty w postaci Lagrange’a:

F D (e)
(n+1)!

) < Myi1snia (223)

f(z) = Wh(z)| = S (n+1)!

(x — xg

dla ¢ lezacego miedzy x i xg, 6 bedacego promieniem stosownego otoczenia
punktu zq oraz M, 1 > | (2)| dla = € [a, b].

Odpowiedniag dokladnosé mozna uzyskaé¢ dobierajac odpowiednio duze n.

Przyklad: Aproksymowaé metoda szeregéw potegowych funkcje /z
wielomianem stopnia 2 w przedziale [0,5, 1,5]. Oszacowac blad.
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Przyblizenia Padégo

Dokiadniejsze od wielomianowych czesto okazuja sie by¢ wymierne:

L, (x)
gdzie
Ly(x)=a9+ a1z + -+ apx"
(225)

M (x) = by + brx + - - - + bpa”

e Parametry okresla sie tak, by w xq = 0 wartosci funkeji f i R,  oraz jak
najwiecej ich pochodnych zréwnalo sie.

e Dla k = 0 uzyskujemy przyblizenie szeregiem potegowym Maclaurina.

e f(x) przybliza sie szeregiem Maclaurina i rozwigzuje ukiad réwnan
wynikajacych z zatozenia rownoéci wartosci funkcji i pochodnych.

e Stosunkowo mate btedy w poblizu zera, wieksze dale;.
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Szeregi Czebyszewa

Przyblizanie funkcji f(x) suma cze$ciowa szeregu

f(x) ~ %CO + chTj(x), (226)
j=1
gdzie 1
c; = %/_1 f%> dx T;(x) = cos(j arccos x). (227)

Alternatywnie, funkcje mozna aproksymowaé funkcja wymierna

n

T () = =2 (228)

= — .

1=0

Wartosci a;, b; wyznacza sie tak, by w réznicy f(z) — T, k() =
5C0 + > .2 ¢jTj(x) — T 1(x) znikaly wspétezynniki przy T dla j =0, ..., N.
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Rozwigzywanie réwnan nieliniowych

Zadanie: Najczestsze postaci:

1. ZnaleZ¢ pierwiastki rzeczywiste réwnania f(x) = 0, funkcji f zmiennej
rzeczywistej.

2. ZnaleZ¢ pierwiastki rzeczywiste i zespolone réwnania P(z) = 0 wielomianu P.
Metody iteracyjne
e Ciag kolejnych przyblizen {x;}.
e n-punktowy wzor iteracyjny

Tit+1 = Fz'(ilfi, Li—1,y--. ,xi—nﬂ)- (229)

e Funkcja F; zwykle zalezy od wartosci funkcji f i od jej pochodnych.

e Funkcja iteracyjna jest stacjonarna gdy jest niezalezna od indeksu i. Wéwczas
pierwiastki sa punktami statymi F:

a=F(a,...,a). (230)
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e Niech « bedzie szukanym pierwiastkiem. Blad i-tej iteracji ¢; = o — x;. Jesli

lim; o x; = a, to méwimy, ze metoda jest w punkcie o rzedu p > 1 witw gdy

TS el N Y RS (231)

1—00 |xz—04’p 1—00 |5z’

Woédwczas stata C' nazywamy statq asymptotyczng btedu.

e Efektywnosé metody - odwrotnie proporcjonalna do iloczynu kosztu 9 jednej
iteracji i liczby iteracji I.
Niech rzedy dwdch metod beda odpowiednio réwne p; i po. Dla duzych i
mamy w przyblizeniu:

el = Culel P, Jeithl = Caled” P2, (232)

Niech
Si = log]e:( )| T; = log|5( )] (233)

Wtedy

Sit1 = —logC1 + p1.S;, Tiy1 = —log Co + p2T;. (234)
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Rozwigzania:
S = 51]971 — log Cipll_l)/(pl_l)a T; = Tlp; — log Cépé_l)/(p2_1)~ (235)

Zaktadamy, ze S| = T, koszt jednej iteracji to odpowiednio ¥, i 95, a liczby
krokow potrzebne do uzyskania odpowiedniej dokladnosci to I; oraz Is.
Zatem Sy, i Ty, sa w przyblizeniu réwne. Stad:

cp2* =0/ (e =1)

S1(py* — py*) + log (236)

Ty
Clpl P1
Najczesciej pierwszy skladnik dominuje, wiec mozna drugi zaniedba¢. Zatem:

I logp1 = Islog py ~ const. (237)

Ostatecznie wskaznik efektywnosci mozna okredli¢ jako:

1 1
E = 3 log p albo E=pv. (238)

e Rzad metody jest cecha lokalna.
e Koszt jednej iteracji &~ koszt liczenia wartoéci funkcii i jej pochodnych.
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Metoda interpolacji odwrotnej

Zakltadamy, ze w okolicy pierwiastka o funkgji f istnieje funkcja odwrotna g = 1
(ov jest pierwiastkiem pojedynczym).

Niech z;_,, ..., 2; beda kolejnymi przyblizeniami « (badZz pewnymi punktami z
otoczenia « dla i = 0). Przyjmujemy

yj = flxig),  j=0,....n. (239)

Mozemy interpolowaé funkcje ¢(y) wielomianem interpolacyjnym Lagrange’a

h(y) = Z L;i(y)g(y;) = Z L;(y)zi—j. (240)
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Wodwczas kolejnym przyblizeniem x;; pierwiastka funkcji f jest:

n

I R Zi—i(=1)"Yo - Yj—1Yj+1- " Un
Mo = ;LJ(O) -2 (Wi —vo) (Wi —yi—1) (W5 — Y1) - (U5 — Un)

(241)

7=0

Ze wzoru Lagrange’a:

(n)
g n
n'(n>(—1) Loy, €Yoy sy, 0l (242)

@ — Tij41 —

e Mozna uzyé¢ dowolnej metody interpolacii.
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Metoda bisekcji l

Szukamy zera a w przedziale (a,b), takim, ze f(a)f(b) < 0. Przyjmujemy
apg = a, bo = b, a takze

xi:a”‘;b’i, i=0.1,.... (243)
oraz
Az, T; o ile a; z;) <0
(@iy1,biy1) = ( ) . Flag) flzs) : (244)
(zi,b;)  oile f(x;)f(bi) <0
Zakladamy, ze f(z;) # 0, bo inaczej mamy rozwigzanie dokladne.
Poniewaz )
|xi_xi—|-1|:ﬁ(b_a’)7 7;20717"'7 (245)
to
lim x; = a. (246)

71— 00
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Regula falsil

reqgula — linia, falsus — falszywy — fatszywo$¢ zatozenia liniowos$ci funkcji

Zalozenia: funkcja f jest ciagta, f(a)f(b) < 0.

Zaktadamy (ag, by) = (a,b). W i-tym kroku prowadzimy cieciwe o réwnaniu

f(b;) — f(ay)

y— flag) = —p———(2—a) (247)
i przyblizamy pierwiastek rownania f(x) = 0 pierwiastkiem cieciwy:
f(ai)
T; = Q; — b; —a;). 248
Flb) — flan) ) &

W Kkolejnych krokach

(a;,z;) oile f(a;)f(x;) <0 |
(zi,b;)  oile f(x;)f(bi) <0

e na ogodl niestacjonarna, stacjonarna np. dla funkcji wypukiych

(@it1,bit1) = { (249)
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Oszacowania bledoéw metody regula falsi

Z twierdzenia Lagrange’a o przyrostach:
F(an) = f(0) = f/()(wn — ),  dla pewnego c € I[z,,0]  (250)

Poniewaz f(a) = 0, wiec

n — o < : = inf |f’ 251
[z — - m xé%b]!f(w)I (251)

Przy zatozeniu, ze f’ i f” nie zmieniaja znaku w [a, b] jeden z konicéw przedziatu
nie zmienia sie w kolejnych krokach iteracji. Przyjmijmy f/(x) > 0, f”(x) > 0. Stad
b; =b,i=0,1,...czyli

r_1 = a, Tit1 = Tj — f(bjf(—x;‘")(:p) (b —x;), 1 =0,1,... (252)
Mamy wiec
flo) = fla = L8 ZIO , (253)

xi—b
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i z tw. Lagrange’a

(a—z)f'(&) = (@ir1 —x) f (@), & € (v, ), T € (24,D). (254)
Po wymnozeniu i dodaniu obustronnie —x;, 1 f/(&;) otrzymujemy
/' (@i) — f @M|
(&)

Poniewaz &;,@; € a,b] i f'(x) > 0, wiec

(@) = f&) <M—-m, m= inf |[f(z)], M= sup [f'(z)]. (256)

z€la,b] xe[a,b]

LTit+1 — | . (255)

o —2i11] =

Ostatecznie
M —m

o — w311 < [Tip1 — x4 (257)

Oszacowanie to jest na ogdt pesymistyczne.
Dla przyblizert w niewielkim otoczeniu o« mozna szacowac:

Lit1 — Ly

N |f(afz'+1) — f ()

xz—l—l
f/ z—|—1

| f(mig1)] (258)

|a—x@+1r~\
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Metoda siecznych |

e Ta sama zasada, co w regula falsi

e Rezygnujemy z zalozenia f(a)f(b) < 0, czasami kosztem zbieznosci

e Metoda stacjonarna:

iy — Tj—1

fzs) = f(wiz1)’

e Istotne znaczenie ma maksymalna graniczna doktadno$¢ (wynikajaca z
przyjetej arytmetyki) — gdy z; — z;_1 jest tego samego rzedu co oszacowanie
btedu |a — z;], to kolejne przyblizenia moga by¢ catkowicie bledne.
Dodatkowe kryterium stopu: zaburzenie zmniejszania sie | f(x;)|.

i=1,2,... (259

xo=a, x1 = b, Lit1 — L5 — f(flfz)

e Wykrywanie rozbieznosci — rdéznica pomiedzy kolejnymi przyblizeniami rosnie.
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Metoda Newtona |

e Zatozenia: f(a)f(b) <0, f' oraz f” nie zmieniaja znaku na |a, b|.

e Z tego konca przedzialu xg € {a, b}, w ktérym f(x) ma ten sam znak co
f"(z) prowadzimy stycznag do wykresu funkcji y = f(x). Punkt x; przeciecia
stycznej z osia odcietych to pierwsze przyblizenie pierwiastka.

e Prowadzimy styczna w punkcie z; i wyznaczamy punkt x, przeciecia tej
stycznej z osig.

e Uzyskany ciag =1, x2, ... jest zbiezny monotonicznie do «.
Dowod:

1. Ciag jest monotoniczny.

2. Zbiega do a.

Przypadek f/'(x) > 0, f"(x) > 0:

Wowczas xg = b oraz f(xg) > 0. Pokazemy, ze z,,1 <z, dan=0,1,....
Roéwnanie styczne;j:

y — flan) = f(z0)(x — 20). (260)
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Zero stycznej w punkcie

Lp+1 = Tn — ff,((ii)) (261)
Ze wzoru Taylora:
0= £(0) = f@a) + f' (@) (0~ 22) + 5 [ ()a— ), € (a,2,). (262)
Stad
B flzn) 1 ()
= Tpn — f’(xn) 9 f/(xn) (Oé — xn>2' (263)
7 (261):
aO— Tyl = —% ;i(;i)) (a0 — xn)2 <0 (264)
Zatem f(x,11) > 0oraz r,11 < z,, DO
) (265)

n
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143

Ciag x,, : n =0, 1,... jest wiec monotoniczny i ograniczony, a zatem zbiezny

(do pewnego g). Z (261) przy n — oo mamy

-~ fl)
T gy

czyli f(g) =0, a wiec g = a.

Blad przyblizenia z,,.
Podobnie jak w metodzie regula falsi (str. 137)

| f(zn)] . ,
n - < 9 — f
[z, — - m= nf [ (z)]

Ze wzoru Taylora, dla pewnego &, € Iz, xp11]:

1

f(@ny1) = f(@n) + f(20)(@Zng1 — 2n) + §f”(£n>(37n+1 - xn)Q

(266)

]

(267)

(268)
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Z2(261) f(zn) + f'(2n)(@nq1 — 2n) = 0, wiec

1
| f(Znt1)] < §M($n+1 — z,)7, M = Sl[lpb] L f7 ()] (269)
re|a,
Zatem ,
1M M [ f(z)
— < —~— \dn — 4o = . 27
=l € g (o — ) = o (80 @70)

Alternatywne oszacowanie (w bliskim sasiedztwie «):

(271)

Uwagi:
e Metoda siecznych, to metoda Newtona z przyblizaniem pochodnej ilorazami
roznicowymi.
e Znane zastosowanie metody Newtona - szukanie pierwiastkéw kwadratowych

liczb rzeczywistych jako dodatnich pierwiastkéw réwnan z2 — ¢ = 0.

e Metoda Newtona zwykle potrzebuje mniej iteracji niz metoda siecznych, ale
ma wyzszy koszt jednej iteracii.
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Rzad stacjonarnej metody jednopunktoweil

Dla metod, w ktérych

Tni1 = P(xy,), (272)

gdzie ® jest wystarczajaco wiele razy rézniczkowalna w otoczeniu O(«)
wyznaczanej wartosci a, jezeli z; € O(a) oraz ®¥)(a) =0dlak=1,2,...,p—11i
dP () # 0, to zachodza:

x; —a)P
Tit1 = P(z;) = (o) + | p! ) ¢ (a) + R(||lz; — of[P*)
' (273)
. zig1—a 9P (a)
lim =
i—oo (1; — )P p!

Dla p > 2 metoda jest rzedu p. Metoda jest rzedu pierwszego gdy p = 1 oraz
¢ ()] < 1.
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Dla metody Newtona mamy:

(274)

Metoda jest rzedu 2, bo:

— 0, (I)//(Oz) _ f//(O‘)

¢(a) = a, () = frx)2 | _. f'(a)

(275)
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Modyfikacje metod I

e Dotychczasowe rozwazania dotyczyly pierwiastkdw pojedynczych.

e Pierwiastki wielokrotne
Definicja 11 Liczba « jest pierwiastkiem r-krotnym (r > 2) réwnania
f(x) =0 wtw gdy jest r — 1-krotnym pierwiastkiem réwnania f'(x) = 0.
e Metoda potowienia, regula falsi, metoda siecznych
— traca sens dla pierwiastkdw parzystokrotnych
— dla krotnosci nieparzystych przy f(a)f(b) < 0 pozostaja stuszne, cho¢ dla
siecznych obniza sie rzad.
e Metoda Newtona

— pozostaje stuszna dla parzystokrotnych o ile w jednostronnym sasiedztwie
zera spelnione sa zatozenia stalosci znakéw pochodnych

— dla pierwiastkéow wielokrotnych obnizony rzad metody — tylko liniowa
zbiezno$¢ ze stala asymptotyczng C = =1

T
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Przyklady modyfikacji metod

e Znamy krotnos$¢ pierwiastka:

Lnt1 — Ln — r;,((xn)) (276)

Ly

e Krotnos¢ nieznana. Zamiast funkcji f(x) uzywamy funkcji

_ f(x)
u(x) = Fi(z) (277)

ktéra ma te same pierwiastki co f(x), ale wszystkie pojedyncze. Wéwczas dla
metod regula falsi i siecznych wzory (248) i (259) przyjmuja postac

Lpn — Tp-—1

LInt+l — Ln — U(xn)U($n> . U(an_l) ) (278)
a dla metody Newtona mamy:
o u(x) P €
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Zera wielomian(’)w|

Definicja 12 Ciggiem Sturma dla wielomianu p(x) nazywamy ciqg
wielomiandw pg(x), ..., pm () taki, ze:

1. po(z) = p(x).
2. p1(x) = py(x).

3. dlai=2,...,m+1 p;(x) jest resztq z dzielenia p;_o przez p,_1 wzietq ze
znakiem przeciwnym.

Liczba zer wielomianu

4. pm—kl(x) =0

Oznaczenie: N(z) = liczba zmian znaku w ciagu {p;(z) : i =0,...,m,p;(2) # 0}
Twierdzenie 24 (Sturma) Jezeli ciqg {p;(x) : i =0,...,m} jest ciggiem
Sturma dla wielomianu p(x) na przedziale (a,b) oraz pg(a)po(b) # 0, to liczba

roznych zer rzeczywistych wielomianu p(x) w przedziale (a,b) jest rowna
N(a) — N(b).
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Oznaczenie: M (z) Z liczba zmian znaku w ciagu {p'¥(2) : i = 0,1,...}.

Twierdzenie 25 (Fouriera) Jezeli p(x) € 11,, i p(a)p(b) # 0, to liczba zer
wielomianu p(z) w przedziale |a, b] jest réwna M (a) — M (b) lub jest od tej
liczby mniejsza o liczbe parzystq.

Oznaczenie: Dla wielomianu p(z) = agz™ + ...+ ap_17 + a,, gdzie ag # 0,
L(z) = liczba zmian znaku ciagu {px(z) = Zf:o a; 2" k=0,...,n}.

Twierdzenie 26 (Laguerre’a) Jezeli p(x) € 11, i p(a)p(b) # 0, to liczba zer
wielomianu p(z) w przedziale |a,b] jest réwna L(a) — L(b) lub jest od tej liczby
mniejsza o liczbe parzystq.

Przypadek szczegdlny — reguta Kartezjusza — liczba pierwiastkow dodatnich
wielomianu jest rowna liczbie zmian znaku w ciggu wspdtczynnikoéw minus liczba
parzysta.
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Lokalizacja przedzialu z zerami
e Zadanie: wyznaczy¢ przedzial zawierajacy wszystkie zera wielomianu.

e Redukcja problemu: wyznaczy¢ kres gérny R zbioru zer, bo jesli

n@=an (1), m@=p-0.  m@=ap(T) @

X

maja kresy gérne odpowiednio R, R> i R3, to wszystkie dodatnie zera

wielomianu p(z) leza w (R%’ R), a ujemne w (— R, —R%,)

Twierdzenie 27 (Lagrange’a) Niech ag # 0 i a; (k > 1) bedzie pierwszym
ujemnym wspdotczynnikiem wielomianu p(x) = apx™ + ... + -1 + .
Wszystkie zera tego wielomianu sq mniejsze niz

A
R=14+ { —, (281)
|ao

gdzie A oznacza maksimum modutu ujemnych wspoétczynnikéw wielomianu.
Jezeli wszystkie wspotczynniki wielomianu sq nieujemne, to nie ma on zer

dodatnich.
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Wvyznaczanie zer wielomianéw
e Znamy kres gérny — mozna metoda Newtona znalezé najwiekszy pierwiastek.

e Metoda Newtona moze wolno zbiega¢ do najwiekszego zera. Metoda
podwdjnego kroku:

Thir = wp — 2 ;j,((j;)) (282)

Twierdzenie 28 Niech p(x) € 11,,,n > 2 ma wszystkie zera rzeczywiste
a1 > ag = -+ = a,. Niech 8, bedzie najwiekszym zerem wielomianu p'(z)
(cy = B1 = a). W przypadku n = 2 dodatkowo zaktadamy a; > «s.

Dla kazdego z > ay dobrze okreslone sq liczby

oG YT 2 5((?), ’ Py) (283)

b1 <, a1 <y <72 (284)
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Dla ciagu przyblizen {x, : i = 1,2, ...} (zgodnych z (282)) mamy dwie
mozliwosci:

l. V,z,, > oy oraz lim,, soo ., = Q7.
2. g, p(xk, )0(T0) < 0 oraz Vi, p(xr)p(xo) > 0. Woweczas ciag

Yo = Tho ykﬂzyk_p/(y’“), k=1,2,... (285)
P (Yr)

zbiega do «;.

Deflacja — , oddzielamy” pierwiastek «; od pozostalych — wyznaczamy wielomian
stopnia n — 1

p(z) = 2O (286)

x—aq
Najwiekszym zerem wielomianu p; (z) jest as, a dobrym punktem startowym jest
ewentualnie ,przestrzelone” ;.

Uwaga na bledy zaokraglen — dla zera o najmniejszej wartosci bezwzglednej
wspotczynniki nalezy wyznacza¢ od najwyzszej potegi, dla najwiekszej wartosci
bezwzglednej odwrotnie.
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Zle uwarunkowane rownania algebraiczne
e pierwiastki wielokrotne sg na ogdt Zle uwarunkowane
e bliskie sobie pierwiastki

e nawet ,wyraznie rozdzielone” pierwiastki:
Przyklad: Wielomian o pierwiastkach rzeczywistych 1,2,...,20:

p(2)=(z—=1)(z—2) - (2 —20) = 22° — 2102 4 - - - 4 20!
Jedli zmniejszyé a; 0 2723 ~ 10719, to réwnanie ma pierwiastki:

16.730737466 £ 2.8126248941

Dla schematu Hornera btad obliczonej wartosci p(x) moze byé réwny

E=> |(2i +1)an_;z"[1.06¢
1=0

E

Blad wzgledny pierwiastka moze osiggaé ap’ (@)

154

(287)

(288)

(289)
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Stad wskaznik uwarunkowania:

_ 2@+ Vanial|  F[(2i+ Dan—0’]
C = ap' ()] TS Jian_iof| (290)

Dla badanego wielomianu:

C ~1.35-10"°, dla o = 14. (291)

Gdy pierwiastkami sa liczby a; = 2721, =1,2,...,20, to wskaznik C = 3.83-103.

Miara rozdzielenia wzglednego: Dla i pierwiastkdw rzeczywistych
o < ..o < g
k-l
= L £ 0 (292)

[eH

1=1

W przypadku pierwiastkow 1,2, ...,20 mamy s = 8.2 - 10~ !®. Dla pierwiastkdw
a; =221 i=1,2,...,20 mamy s = 1.
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Algorytm Maehly’ego dla wyeliminowania deflacji:

Poniewaz @) @)
/ p\r) p\x
pi(z) = —— o an) (293)
wiec
p1(Tk) p(xy)
Tt = T — 7o 0= Ty _— (294)
Py - P
Ogodlnie mamy
() — p() 205
pg() (:B—ozl)---(:zj—ozj) (295)
oy p(x) ) p(z) o .
p;(z) Z—a1)-(r—a) (x_al)...(x_@j);x_%' (296)
Stad iterujemy
Tgi1 = Tk — p(a:;?) (297)
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Metoda A’ |

Dla metod iteracyjnych rzedu 1 mamy dla duzych wartosci &

QO — T2 QO — Thyl

~ ~ (.
O — Tk41 O — Tk
Stad wyznaczamy
2 2
o LkTk42 T Lpy (Azgiq)
Tt — 2Tp41 + Tk T

gdzie A jest operatorem réznicy progresywne;:

Axy = Az = 2511 — x4, At g = Az — Ay,

Uwagi:
e proces A? Aitkena
e znacznie lepsze przyblizenie niz przez x,,

e tylko dla liniowej zbieznosci

157

(298)

(299)

(300)
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Minima funkcji jednej zmiennej

Sposoby znajdowania:
e szukanie rozwigzan réwnania f’(x) = 0
e aproksymacja wielomianem
e metody podziatu

Metody podziatu

Lemat 29 Niech f: R — R bedzie unimodalng na |a,b] tj. ma minimum w
punkcie « € [a,b], oraz f maleje na [a,a] oraz rosnie na [a, b]. Aby
zlokalizowa¢ punkt o w przedziale [a’,b’] o mniejszej dtugosci niz przedziat
la, b], wystarczy obliczy¢ wartos¢ funkcji w dwdch punktach wewnqtrz [a, b).

Dowdd: Niech a < t; <ty < b. Jesdli f(t1) < f(t2), to a € [a,ta]. W przec. przyp.
o < [tl, b] L[]

Metody podzialu polegaja na wyznaczaniu ciggdéw przedziatéw zstepujacych
[a,z-,bz-],i = O,l,...,ao = a,bo = b oraz bz — a; e 0.
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Metoda podzialu na trzy czesci

21 19

b — a; — (%)i(b—a)

W kazdej iteracji liczymy 2 wartosci funkcii.
Metoda polowienia
3

1 1 3

. 1 . 1 .
tzl = —a; -+ sz, tz = —Q; —+ 5[?@, té = —aQ; —+ —b@'

279

bi — a; — (%)i(b—a)

W kazdej iteracji liczymy 3 lub 2 wartosci funkcii.

4 4 4

159

(301)

(302)

(303)

(304)
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Metoda optymalnych podzialéw - Johnsona
Cel: Minimalizacja liczby wyliczenn wartosci funkcji.

Wykorzystujemy liczby Fibonacciego:
Fhb=F =1 F=F_,+F_5 i=23.. (305)

Algorytm: Dla zadanej doktadnosci p
° c:b_Ta,a,O:a,, bo = b
e /najdujemy N takie, ze F'n_1 <c < Fy
e Dlai=1,... ., N —2:
Fn_;

Fn_ii1

Fn_i-1 (bi—1 —a;—1) (306)

(bi—1—a;—1), th =a;—1+

1 =01+
Fn_iv1

Jezeli f(t%) < f(t5), to a; < a,b; < t4. W przec. przyp. a; < t%,b; < b
Koszty: Liczymy wartosci funkcji w N — 1 punktach otrzymujac ostatecznie

FN_lFN_2 F2 b—a
2 (b—a) =2
FN FN_1 F3 FN

bN_2 — aAN—9 = < 2p (307)
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Metoda zlotego podziatu
Cel:

e Przedzial zmniejsza dlugosé w sposéb staty.

e Do kolejnych podzialow wykorzystuje sie jeden z punktéw z poprzedniego
kroku.

t! oraz t, wybieramy tak aby:
té—ai:bi—t’i:’r(bi—ai), 76(0,1)

. | (308)
bi—tz :T(bi—tri)

Zatem: 72 +7—1=0czyli 7 = @ ~ 0,62 — stosunek bokdéw , zlotego”
prostokata.
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Algorytm:
e ag<a, by+b ti=a+(1-7)b—a), t2=0—-(1-7)(b-a)

e Dla kolejnych i:
Jezeli f(t!) < f(t%), to

;11 < G5, bz'_|_1 <— ti
T T (309)
t22+ %tzl, tjzl_i_ %CLi—F(l—T)(bi—CLi)
W przeciwnym przypadku:
i1 1], biy1 < b
' (310)

tzi_‘_l < t%, tz;_l < bz — (1 — T)(bz — CLZ')
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Porownanie metod Johnsona i ztotego podziatu
Przy zalozeniu K obliczen funkgcji:

Metoda Johnsona:

b_
N=K+1, |t—a]<>2"®
Friq
Metoda zlotego podziatu:
b—a 1
t — < , dzie Gz = —.
| Oé’ QGK_l 362 T

Pordéwnanie:
2G i 1 < Fgi1 <2Gg

163

(311)

(312)

(313)
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Uktady réownan Iiniowychl

Zadanie: rozwiaza¢ uklad

ail oo QA1n bl
Ax = b, A= |, b=|: (314)

anl o o ann bn

Zadanie réwnowazne znalezieniu macierzy odwrotnej A~!, bo

x=A"'b (315)

Z drugiej strony: i-ta kolumna @; macierzy A ! jest rozwigzaniem uktadu

AX = ¢ (316)
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Eliminacja Gaussal

Ukiad Ax = b przeksztatcamy do

Rx = c, R = o, o e= ], (317)

tak by rozwiazanie wyznaczy¢ jako:

mn
Ci — E TikLk
k=i+1 .
x; = ; : r=n,n—1,...,1. (318)
11
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Pierwszy krok: Sprowadzi¢ macierz (A, b) do macierzy (A’, b’):

/ / / /
B b ayj; Q19 ... 047, 1
aixr ... Qin 1 0 / / /
] , / a22 o o o a2n 2
(A,b) = ; (AL = .
ani Ann bn / / /
B B | 0 Ap2 Ay bn_

tak, aby uklady Ax = b i A’x = b’ mialy te same rozwigzania.

Jesli a11 # 0, to wystarczy wyliczyé
by = b; — by,

aii aii

ro_ i1
Aij = Qij — A1,

W praktyce tzw. wybdr elementu gtdwnego o maksymalnym module:
e w kolumnie — konieczna zamiana odpowiednich wierszy
e w catej macierzy — konieczna zamiana odpowiednich wierszy i kolumn

166

(319)

(320)

Rozwiazanie pozostaje niezmienione z dokiadnoécig do permutacji zmiennych.

Kolejne kroki: To samo co w pierwszym dla macierzy (A’, b’) z poprzedniego

kroku, bez pierwszego wiersza i pierwszej kolumny.



Metody Numerycznell 167

Eliminacja Gaussa w postaci macierzowej:

(A,b) = (A", b") = (AL, b)) = ... = (A" 1, b" 1) = (R, c), (321)
gdzie
AV b)=G.P;(A bt
( ) = G;P;( ) (322)
(Ra C) — Gn—lpn—l T G1P1(A7 b)7
1 0 ] L
0 1
G, = L . P = (323)
T 1 0
0 ln; O 1 _ !
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Rozklad na iloczyn macierzy tréjkatnych

Ty = (A,b).
Dlaj=1,...,n:
C ri1 rie ... ryy | r,g+1l1ooo0 1T, c1 ]
Ao1 | To2 ... T2J
A3l As2
T/ = T4 Tji+1 ce Tin Cj (324)
Nt | @grgen o @ain b
LAt An2 e Any | @y .. ad, b

Kolumny z \;; sa permutacja odpowiednich —I;;.
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LR=P, P, ... P,A=PA,

Otrzymujemy:
gdzie
[ 1
L = 31
_tg 1 tz ,n—1
Uwagi:

n
11

169

(325)

n
1n

(326)
t’n

nn

e Rozwigzanie ukladu Ax = b: poniewaz PAx = LRx = Pb, wiec x mozna

wyznaczyé w dwéch krokach:

Lu = Pb,

Rx = u.

(327)

e Nie kazda nieosobliwa macierz ma rozkiad tréjkatny A = LR.

e Zlozonosé¢ O(n?).
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Schematy zwarte eliminacji Gaussal

e Glownie dla celu obliczen recznych — mniej wynikéw posrednich.

e Eliminacja Gaussa w k-tym kroku wyznacza k-tg kolumne L i k-ty wiersz R.

e A = LR jest rwnowazne ukladowi n? réwnar z n(n + 1) niewiadomymi:
min(2,7)
Qg5 — Z lz'pfl“pj. (328)
p=1

W k-tym kroku:

k k
ary =Y liprpj, §2k,  am=Y liprps, >k (329)
p=1 p=1
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Metoda Doolittle’a:

lkk:L ]{:1,...,77,

jg — Qg5 — E lkp’l“p], ':k,...,n,
k—1
Aik Z _1 LipTpk
lirk = b , 1=k+1,
(5

Metoda Crouta: ri. =

Lik

Tkj

171

(330)

(331)
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Algorytm Gaussa—]ordanal

Cel: Wyznaczenie macierzy odwrotnej A~!. Macierz A realizuje odwzorowanie:

a11T1 + -+ @1pnTy = Y1
(332)

Ap1T1 + -+ Apndy = Un

Wyznaczamy odwzorowanie odwrotne poprzez zamiany zmiennych. Zmienna
zamieniamy na takie y,., dla ktérego

41| = max|a . (333)

Jedli a,.q = 0, to macierz A jest osobliwa.

Zamieniamy miejscami rdwnania 1 i r otrzymujac uklad Ax =y, gdzie a1; = a,1
oraz j; = Y.
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Po zamianie zmiennych z; i 7, = y,- otrzymujemy uklad:

;— / / .
a11Y1 T Q19T2 + -+ A1, T = X1

;— / / .
(o1Y1 T Qo2 + *** 1 Aop Ty = Yo

: (334)
U1 Y1 + Apo®2 + 00+ Ay Tn =T,
gdziedlai,7=2,...,n
1 aq a;l _ ;101
ay, = —, d,=——, a,=—, d. =a,; - —2. 335
M an b ail Yan J ’ ail (339
W kazdym kolejnym kroku k& = 2, ..., n zamieniamy w analogiczny sposdb

zmienng x przez jedna ze zmiennych 7,,...,7,.
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Ogodlnie: konstruujemy cigg macierzy:

A=A ... 5 A"=A"1 (336)
gdzie dla & = 1,...,n macierz A* = (a};) powstaje z A*~! = (a;;) w nastepujacy
sposéb:

1. Wyznaczamy r takie, ze
larr| = max |a;g|. (337)
i>k
Jesli a,, = 0, to macierz A jest osobliwa — Koniec!.
2. Zamieniamy wiersze k i r macierzy A*~! otrzymujac macierz A = (a;;.).
3. Dla i, j # k liczymy:
1 Qf; Q;k _ Qik0gj
gy = ——» Ay = ———, Qp=——, ;=0 — akkj. (339)
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Rozktad Choleskiego |

Definicja 13 Macierz zespolonqg A wymiaru n x n, nazywamy dodatnio
okreslongqg, gdy:

1. A =A" tzn. A jest macierzq hermitowskaq.
2. Dla wszystkich x € C™,x # 0 zachodzi x" Ax > 0.

Hermitowskq macierz nazywamy dodatnio pétokreslonqg gdy dla
wszystkich x € C™ zachodzi x" Ax > 0.

Twierdzenie 30 Dla kazdej dodatnio okreslonej macierzy A wymiaru n x n
istnieje jednoznaczna tréjkqtna dolna macierz L wymiaru n X n, spetniajgca
warunki lp, >0, k=1,...,n, oraz

A=LLY. (339)

Jezeli A jest rzeczywista, to rowniez L jest rzeczywista.
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Réwnanie (339) oznacza, zedlak=1,...,n, i = k,...,n zachodzi:
aik = linlkr + Lialka + - + Lindkn. (340)
Algorytm
Dak=1,...,n
Lk = \/akk — ZI;: leps (341)

k—1
ik — Zp:l Liplip

(342)
Uik

lir, =

Uwagi:
e Wykorzystujemy tylko gérna tréjkatna czesé macierzy A.
e Zlozonosé¢ O(n?).
e n razy liczymy pierwiastek

Qllkj’<w/akk, Ek=1,....n j3=1,...,k.
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Bledy zaokraglen w eliminacji Gaussa

Czesciowy wybdr elementu gléwnego
e zabezpiecza przed zerowym elementem gtéwnym w macierzy nieosobliwe;

e ma wplyw na bledy numeryczne

Przyklad: Uklad
0.006 1| |x 0.5
B[ 49

ma rozwiazanie (2099, 2990) ~ (0.503,0.497).

Stosujemy 2-cyfrowa precyzje obliczen.
Jedli elementem gléwnym jest a1, to mamy:

5 B eomeen om

Jesli wybierzemy as; jako element gtéwny, to otrzymamy:

[(1) ﬂ m — [0%5], (z,y) = (0.5,0.5). (345)
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Czesciowy wybdr elementu giéwnego to nie wszystko:
Z réwnowaznym do (343) ukiadem

1 200| |z 100
HESIF e 40
sg te same problemy, cho¢ a1 = ao;.

Skalowanie macierzy: Przemnozenie pierwszego wiersza przez 200, to
zastapienie macierzy A przez A = DA (i réwnoczesnie b przez b = Db), gdzie

200 O
o- [ 9] o

Skalowa¢ mozna zaréwno wiersze jak i kolumny, wéwczas otrzymujemy uklad:
D;AD,(D;'x) = D;AD,y = Db, (348)

gdzie macierze D; i D5 sa diagonalne.
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Nie ma sposobu skalowania zapewniajacego numeryczna stabilnosé dla
dowolnej macierzy.

Heurystyka: macierze zréwnowazone, tzn o zblizonych sumach wartosci
bezwzglednych elementéw poszczegdlnych wierszy.

Najczestsze skalowanie:

1

p— oy .
2 laid
k=1

D2 = I, D1 = diag(sl, cee Sn), Si

(349)

Alternatywa: modyfikacja zasady wyboru elementu gtéwnego w kolumnie
(skalowanie przez s;).



Metody Numerycznell

Bledy zaokraglen dla rozkladu tréjkatnego

180

Niech A = LR bedzie rozkiadem tréjkatnym macierzy A wymiarun x n. Li R

liczymy np. wzorami (330).

Wystarczy oceni¢ wyrazenia typu:

bn:fl<

Analiza rozchodzenia sie bteddéw (str. 17) pozwala oszacowac:

n
c — Z a,jbj <
j=1

gdzie

So = C, S5 = fl(Sj_l — Cijj), 0= {

C — a1b1 B an_lbn_l

eps

S 1—eps

n—1

Slsn—1l+ Y (Is;| + lajbj])

J=1

0
1  w przec. przyp.

jesli a,, =1

(350)

(351)

(352)
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181
Otrzymujemy dla F = (f;;) = A — L R oszacowania:
| eps i—1
figl = laig = 2= gl < 72 P > (ag;] + irl[Trs]) dla j > i
=1
) 37— — 1 — . .
| fisl = laig = 2= lnTrs| - < 5 e al; !+Z @5 + |lal[Trs]) | dlaj <4,
(353)

gdzie @¥; = fl(ay; — Sor_; lisTsj)-

3 — k _ z 1
Przyimujac a5 = ms}tx a;;], a= ,Jnax  a; oraz uwzgledniajac, ze 7;; = a;; *, dla

< j i zakladajac, ze |I;;| < 1 szacujemy:

sl < o(ao+ 2+ 4 2 +ai) < 2(i - Dag o dlaj >

eps . eps
[fij] < 1 _peps(ao +2a; + -+ 2a;_9+2a;_1) < 2ja i

dla j <1
(354)
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0O 0 O 0 0
1 1 1 1 1
1 2 2 2 2
eps
[fij| < 2a7— s |12 3 3 3 (355)
1 2 3 n—1 n—1|

Oszacowanie wartosci a

Z definicji ag = max; ; a;j. Dla czesciowego wyboru elementu gléwnego mozna
wyvkazaé, ze ap_1 < 2¥ag. Mamy wiec (zwykle pesymistyczne, ale czasem
osiggalne) oszacowanie

a < 2" Lay. (356)

Dla gérnej macierzy Hessenberga (a;; = 0 dla ¢ > j + 1) mozna wykazacd, ze
a<(n—1)ag. (357)

Dla macierzy tréjdiagonalnej
a < 2ag. (358)
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Pelny wybor elementu gléwnego

e Wilkinson wykazal, ze
ar, < f(k + 1)ao, (359)

gdzie

f(k) = \/k213%4%---kﬁ. (360)
e W praktyce nie znaleziono kontrprzykladu dla oszacowania

ap < (k + 1)ao. (361)

e Bardziej kosztowny niz cze$ciowy.

e Niszczy szczegdlng strukture macierzy (np. tréjdiagonalnych).
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Bledy zaokraglen dla ukladéw o tréjkatnych macierzach

Rozwigzanie ukladu Ax = b sprowadzilimy do dwdéch ukladéw tréjkatnych:
Ly=boraz Rx =y

Korzystamy z oszacowania:

n

C — Za@bz

1=1

n—1
< [Zi|aibi| +(n+1 +6)anbn|] . (362)

1—n-eps P

Dla uktadu Ly = b dostajemy:

b o Z lmyz

(363)

DS U
.lm'_' ]
O i

1=1
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czyli

y
eps — _
(ILD-T)|yl, D= N - (364)

b - Lyl < 1
— N - eps

A zatem 7 jest rozwigzaniem dokladnym nieco zaburzonego ukiadu:

eps

(T|D — 1. (365)

(L+AL)y=b, |AL| <
1—n-eps

Podobne wnioskowanie mozna przeprowadzi¢ dla ukladu Rx = y, co ostatecznie
prowadzi do wniosku, ze liczenie rozwigzania uktadu metoda eliminacji Gaussa jest
algorytmem numerycznie stabilnym.
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Normy macierzy l

Definicja 14 Normaqg macierzy A jest liczba || Al||, gdv || - || spetnia
nastepujgce warunki:

1° ||A|| = 0 oraz ||A|| = 0 wtw. gdy A = 0,
2° ||cAll = || ||A|| dla dowolnej ¢ € R,

3° ||A+ B|| < ||A]| +||B|| (nieréwnosé tréjkata),

4° ||AB|| < ||A]| ||B|| (nieréwnos¢ Schwarza).

Z 4° wynika, ze
AT < |[A]]™. (366)

Definicja 15 Norma euklidesowa:

|Al|p = \ ZZa%j. (367)
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Definicja 16 Norma spektralna:

14]]s = | fmax |3 (AAT)] (368)

Definicja 17 Norma euklidesowa wektora w:

|w|| = vwlw. (369)

Definicja 18 Promien spektralny macierzy:

o(A) = max | \;(A)]. (370)
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Wazne wlasnosci:
Dla macierzy kwadratowych:

n

A% = Tr(AAT) = > \i(AAT). (371)
1 =1
Stad
1Alls < [1Alle- (372)

Dla macierzy symetrycznych
|Alls = o(A). (373)

Twierdzenie 31 Dla macierzy kwadratowych A stopnia n

|| Ax||
max ——— = || A4]|s. (374)
x#0  ||x||
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Metody iteracyjne rozwigzywania

uktadéw réwnan liniowych

o Zwykle dokladnos$¢ poréwnywalna z metodami dokladnymi uzyskiwana jest w
diuzszym czasie.

e Dla macierzy rzadkich, metody iteracyjne moga by¢ znacznie szybsze.
e Mniejsza zlozonos$¢ pamieciowa.

Jednopunktowy liniowy wzdr iteracyjny dla uktadu réwnan:

Xi+1 = Bix; + ¢;. (375)

Rozwigzujemy uktad réwnan Ax = b. Inaczej

(I+A)x=x+b. (376)

Narzuca sie wzodr iteracyjny

Xi—l—l — (I —|— A)Xz — b (377)
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Chcemy, aby rozwiazanie dokladne x; byto punktem stalym przeksztalcenia (375):

Xd — BiXd + C;. (378)
Skoro
x4y = A 'b, (379)
wiec dostajemy
A7'b = BiA_lb -+ C;. (380)
Zatem:
ci= (I —B;)A 'b = C;b. (381)
Warunek zgodnoéci dla B; i C;:
(I — B))A ! =C; czyi B+ CiA=1 (382)

Czestsza postaé¢ wzoru iteracyjnego (375):

Xi+1 = BiXi -+ Czb (383)
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Analiza zbieznosci wzoru (383)

Wprowadzmy:
E; — X; — X{4. (384)
Zatem:
gir1 = Bix; + C;b — x4 = B;x; + C;b — A7b =
. (385)
= BiXi — BZA_ b = Bzé“z
A wiec:
Ei+1 = Kigl, gdzie Kz = BiBi—l co Bl. (386)
Warunek konieczny i dostateczny zbieznosci {x;} do x4:
y ?1—00
Warunek dostateczny:
lim ||e;|| = 0. (388)

71— 00
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Z twierdzenia 31 mamy

i K;
max”gHH :maXH 21l = || K;l|s- (389)
v el v |lea]]
Warunkiem dostatecznym jest wiec
lim ||| = 0. (390)
71— 00

Dla metod stacjonarnych mamy réwniez warunek dostateczny

lim o(K;) = 0. (391)

71— 00
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Stacjonarne metody iteracyjnel

W (383) B, = B, C; = C, oraz

K, =B;B;_,...B; = B". (392)

Wartosci wlasne B* sa i-tymi potegami warto$ci wlasnych macierzy B. Stad
gwarancja zbieznosci jest by moduty wartosci wltasnych B byly mniejsze od 1 (jest
to réwniez warunek konieczny).

Z relacji (372) miedzy normami macierzy dostajemy ostrzejszy warunek
dostateczny:

|B||e < 1. (393)
Szybkos¢ zbieznosci:

el < [1Kllllex]] < [I1BI[[lex]] (394)
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Metoda prostej iteracjil

A=D+L+TU, (395)

gdzie D jest diagonalna, L oraz U — tréjkatnymi dolna i gérng z zerami na
przekatne;.

Niech

Uklad Ax = b mozna przedstawi¢ w postaci:

Dx=—(L+U)x+b. (396)

Metoda prostej iteracji:
Xit1 = —D HL+U)x; + D 'b. (397)
Uwagi:

1. Na przekatnej macierzy A nie moga wystepowac zera. Dla macierzy
nieosobliwych mozna poprzestawia¢ kolumny i wiersze.

2. Sprawdzenie czy B = —D~!(L + U) gwarantuje zbiezno$¢ moze by¢ trudne.
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Metoda Seidla|

Modyfikacja metody prostej iteracji: po obliczeniu dowolnej sktadowej wektora
X;11, korzysta sie z niej przy obliczaniu nastepnych skladowych.

(7)

Oznaczajac j-ta skladowa wektora x; przez x;”’ otrzymujemy:
1 n
§—1|—)1 - T Za’lj (J) — by ) (398)
aip \ ©
71=2
1 & -
5_221 — _a,— a21$,§_1|_)1 + Z&ijgj) — bg . (399)
22 —
Ogodlnie:
r—1
. 1
CU§+)1 -y Zam EZL)l + Z Urjd; zy?) — br | - (400)
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W postaci macierzowej:
Xit1 = —D HNLxip +Ux;) + D7 'b. (401)
Stad:
Xit1 = —(D+ L) 'Ux; + (D + L) 'b. (402)
Warunek dostateczny zbieznosci:
|B]| = [[(D+L)"'U|| < 1. (403)

Twierdzenie 32 Metoda Seidla jest zbiezna dla dodatnio okreslonych
macierzy A dla dowolnego wektora poczgtkowego.

Uwaga: Metody iteracyjne rozwigzywania ukladéw réwnan liniowych sa zbiezne
liniowo (p. réwnanie (385)). Mozna wiec zastosowaé metode AZ2.
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Relaksacja l

r=Db — Ax. (404)

Idea: Rozwazamy wektor reszt

Modyfikujemy skladowe przyblizonego rozwigzania x tak, aby wyzerowacé jedna
lub wiecej sktadowych wektora r.

Uwaga: Metoda Seidla jest metoda relaksacyijna.
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Algorytm wygodny w obliczeniach recznych:

1. Wybierz wektor poczatkowy x;.

2. Dla i od 1 w gore tak dlugo jak trzeba
( ) Oblicz r, = b — AXZ'

(b) Odszukaj sktadowa wektora r; o najwiekszym module (r; (L)) § element o
najwiekszym module z L-tym wierszu macierzy A (ay, ;)

(c) Wyznacz wektor x;1 majacy wszystkie sktadowe identyczne ze
skladowymi wektora x;, z wyjatkiem

ey (/) | (L)
riy =l (405)
Uwagi: r; | lepiej wyznaczac jako
J J rM AL
r; + (x,f ) _ ,E +)1)A [ =Tr; — : gdzie A;, to L-ta kolumna A. (406)
ar.Jj

Jesli elementy maksymalne w wierszu sa na gtéwnej przekatnej, to J = L.
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Metoda nadrelaksacji |

Szybkos¢ zbieznosci zalezy od promienia spektralnego macierzy B — zmniejszenie
promienia spektralnego oznacza przyspieszenie zbieznosci.

Przeksztalcamy uklad Ax = b tak, by na przekatnej macierzy A dosta¢ same
jedynki. Metoda Seidla (400) przybiera postac:

r—1 n
rih == agal = Y a0
j=1 j=r+1

. . (407)
_ x(?“) B Za -x(j) B Za ,x(j) iy
) ry3*i4+1 rydg T
j=1 J=r
Rozwazamy

r—1 n

xgi)l — xy) — W Zarjx,gi)l + Zarjaz,gj) —b, |, (408)
71=1 Jj=r

gdzie w jest czynnikiem nadrelaksaciji.
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W postaci macierzowej:
Xi+1l = BwX@' + Cwb, (409)
gdzie
B, =T+ wL) (1 —w)I —wlU), Co, =w( +wL)™* . (410)

Problem: Jak dobra¢ w, by promien o(B,,) byt minimalny?
Ogodlnie: trudne zadanie.
Czasami: np. prosta zalezno$¢ miedzy optymalnym w a promieniem o(L + U).
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Metody iteracyjne wynikajace
z minimalizacji formy kwadratowe;j

Cel: Rozwigzanie ukladu Ax = b poprzez minimalizacje formy kwadratowej.

Jesli A nie jest symetryczna i dodatnio okreslona, mozna minimalizowad
R=r'r= (b - Ax)" (b — Ax). (411)

Zwykle ogromna iloé¢ obliczen.

Jesli A jest symetryczna i dodatnio okreslona, mozna minimalizowaé

Q= %XTAX —x!b. (412)
Minimum w rozwigzaniu Ax = b bo:
1 1
Q(x + Ax) — Q(x) = §(X + Ax)TA(x 4+ Ax) — (x + Ax)'b — §XTAX +x''b

— AxTAx — Ax'b + %AXTAAX — %AXTAAX.
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Ogodlna metoda minimalizacjil

W kolejnym kroku majac wektor x;, wybieramy kierunek v; i odlegtosé «;:

Xi+1 = X4 T Q3 V;. (413)

Metoda najwiekszego spadkul

Kierunek v; wybieramy jako kierunek najszybszego spadku formy Q czyli kierunek
gradientu w punkcie x;:

V; < VQ = AXi — b= —r;. (414)

Aby wyznaczy¢ «; liczymy:

1 1 1
Q(x; — ayr;) = —§X;-FI’7; + ayr] T + 504,&21{/11'2- — §X,LTb. (415)
Zatem 5
Q =r!r; + oyr] Ar;, (416)

5047;
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czyli minimum w punkcie

rir,
= —t 417
“ I‘zTAI'i ( )
Ostatecznie
I’;-FI’Z'
X1 = X; + r;prrz- r;. (418)
Uwagi:

e Zbieznos¢ zapewniona, bo Q(x;11) < Q(x;).

e Zbieznos¢ moze by¢ bardzo wolna dla ukladéw Zle uwarunkowanych.
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Metoda sprzezonych gradient(’)wl

Idea: Odpowiedniejszy dobdr kolejnych kierunkow.

Niech v1,..., v, beda baza n wymiarowej przestrzeni euklidesowej i niech x

bedzie przyblizeniem rozwigzania dokladnego x,. Wtedy:

n
Xd — X = E Q;Vj.
g=1

Jesli wektory v, sa ortogonalne, to

T
v (xXg — X) .
o = J 7 : 7=1,...,n.

Jesli wektory v; sa A-ortogonalne (lub A-sprzezone), tzn.
V?Avi =0 dla i 7é j,

to viA(xq — x) vir
o; = —
j T A . T A~ .’
\ Av \F Av;

17=1,...,n.

204

(419)

(420)

(421)

(422)
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Metoda sprzezonych gradientéw polega na wyznaczaniu wektoréow v; i
wspotczynnikéw «;, by ostatecznie wyznaczy¢ xg.

Konstrukcja wektorow A-ortogonalnych: zatézmy, ze mamy baze wektorow

ui,...,u,. Stosujemy metode ortogonalizacji Grama-Schmidta:
V1 = U, Virl = W41 + Z 5i+1,ka, 1=1,...,n, (423)
k=1
gdzie
vl Au,
Biprp = — (424)

VZAVk '
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Pozostaje wyznaczy¢ ciag wektoréw {u;}
o Wektory jednostkowe.

e Bardziej wygodny sposdb: zalézmy, ze
i—1
X;, = X1 + Z&jVj,
j=1

gdzie «; spelniaja (422). Zatem

Xi+1 = X; + 0; Vg,

r; :b—AXi.

Przyjmujemy

u; =1r;, ’1,:1,,’/2,

206

(425)

(426)
(427)

(428)
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Rekurencyjne wyznaczanie r;, «; oraz v; definiuje metode sprzezonych
gradientéw:

V1:I'1:b—AX1

V;-TI’Z'
; — T
v; Av;
Xi+1 = X; T Q;V; _
dai=1,...,n. (429)
rit1 =1 — AV,
T
G

Vit1 =1 + 5iv;

Uwagi:
e Na uzytek v; wyznaczamy tylko jedno ;.

e x,.1 = X4 — metoda skoniczona, cho¢ bledy zaokraglen psuja te réwnosé.

o Ztozono$¢ O(n?). Troche wiecej operacji niz eliminacja Gaussa. Korzystnie;j
dla macierzy rzadkich, ale wtedy skuteczniejsze prostsze metody (np. Seidla).
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Metoda ortogonalizac;ji Householderal

Idea: Kolejne transformacje macierzy dobierane tak, by wskaznik uwarunkowania
zadania nadmiernie nie wzrdst.

Analiza prowadzi do wniosku: przeksztalcenia o macierzach unitarnych zachowuja
wskaznik uwarunkowania.

Propozycja Householdera: unitarna macierz transformaciji P spetniajaca

P=1I-2ww’, gdzie wiw =1, we C™ (430)

Macierz P jest hermitowska:
P? =1-(2ww)? =1-2ww" =P, (431)

i unitarna:

P"’P =PP =P? = (I-2ww')(I - 2ww")
. HooH (432)

— I - 2ww? — 2ww! + 4wwHww! =1.
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Wektor w dobierany jest tak, aby pewien wektor x = [z, ..

przeksztalcony na kierunek wektora jednostkowego e;:

Px = kel.
Dokiadniejsza analiza prowadzi do:
p_g_
Y

gdzie

x|t byl

209

(433)

(434)

(435)
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Algorytm:
Przeksztalcamy macierz A krok po kroku zerujac kolejne kolumny pod przekatna:
—7“11 “. rln-
A=A0 5 AN ... S AT R = ; (436)
| 0 Tnn
W j-tym kroku przeksztalcamy macierz
11 c. 513173'_1 CL% 2 c. CLgL_l)
JG=1) (-1)
. 0 Ti 1 4i_ .. D B
-1 . J 1,] 1 1 1 ,n _
AU = T = [0 g @
aj; ceagy,
0 :
(J 1) (J 1)
I i oo Gmn |
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Szukamy takiej unitarnej macierzy przeksztalcenia P, aby

=1
I. 0 3 37 |
Pj = [ i1 ~ ] , Pj ) = kel c Cn_]+1. (438)
0 Pj a
a,(J._l)
g
Uwagi:
e Mnozenie przez macierz b

P,=1- (439)

Vi

realizuje sie w nastepujacy sposdb:
o y uZ AG-1)
PjA(j_l) = A(j_l) — ij;q, gdzie y;f — (440)
Vi

e Algorytm wymaga okolo % dziatan.

o Wspodlrzedne wektora u wpisuje sie w macierz A pod przekatna — brakuje
tylko miejsca na jeden wektor n wartosci.

e Kolumny macierzy Q = P! =P, ---P,,_; sa ortonormalne
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Metoda Householdera - przykiadl

Rozwigzaé uktad réwnan

2
2
1

sprowadzajac macierz gléwna do postaci tréjkatnej metoda Householdera.

4
—1
-3

—1]

2
1

212

(441)
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Metoda ortogonalizacji Grama-Schmidtal

Jesdli macierz A ma rozklad:

A = QR, (442)

gdzie macierz Q ma ortonormalne kolumny, to mozna je wyznaczy¢ metoda
ortogonalizacji Grama-Schmidta.

Dla k-tej kolumny macierzy A = (aq,...,a,) mamy:
k
a :kaqi, kEk=1,...,n. (443)
i=0
Kolumna ay, jest kombinacja liniowa wektoréw ¢, ..., ¢i i odwrotnie: wektor ¢
jest kombinacja liniowa a1, ..., ax.

Kolejne ¢, wyznaczamy rekurencyjnie tak, by zachowywac ortonormalnoé$c.
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Algorytm:
e Wyznaczamy ¢y i r11:
ai
ri1 < |lail], q < —. (444)
11
e Znamy qi,...,q,—1 oraz r;; dla j < k — 1.
— Wyznaczamy wektor
by <— ar — T1kq1 — -+ — Th—1,kqk—1 (445)
tak, aby byl ortogonalny do ¢, ..., gr_1:
Gby=0 = 1y q’la, 1=1,....k—1 (446)
— Wyznaczamy qdi i TLL:
bi
ik < ||bkll, k. < —- (447)
Tkk
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Uwagi:
e Dla wszystkich 1 < 4, j < k mamuy:

1 dlai=j,
gi' g5 = { (448)
0 w przec. przyp.

e Algorytm jest niestabilny numerycznie gdy wektory a; sa bliskie liniowej
zaleznosci — bledy numeryczne sprawiaja, ze by, nie jest ortogonalny do ¢;.

Reortogonalizacja wektora b;,
Obliczamy poprawki w postaci skalarow

Arip < ¢ by, i=1,....k—1, (449)
oraz wektor
by, = by — Aripqr — ... — Arp_1 kqr—1. (450)
Poprawiamy:
- b
vk k]l @, a4 Ta o+ Arg. (451)

T'kk
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Wyznaczanie wartosci i wektoréw wiasnych

Definicja 19 Wektor x jest wektorem wtasnym macierzy A jesli istnieje
taka liczba )\, ze Ax = Ax. \ to wartos¢ wlasna macierzy A.

Twierdzenie 33 Liczba )\ jest wartoScig wtasng macierzy A wtedy i tylko

wtedy, gdy jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego
det(A — A\I) macierzy A.

Definicja 20 Macierze A i B sq podobne jesli istnieje nieosobliwa macierz
podobienstwa P tj. taka, ze P~1AP = B.

Twierdzenie 34 Macierze podobne majq takie same wartos$ci wtasne.

Twierdzenie 35 Wartosci i wektory wtasne macierzy symetrycznej sq
rzeczywiste.

Twierdzenie 36 Wartosci wtasne macierzy A + cI to wartos$ci wtasne
macierzy A przesuniete o c.
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Metoda Krylowa

e Szukanie wartosci wlasnych jako pierwiastkow wielomianu
charakterystycznego (1931 r.).

e Zagadnienie wyznaczenia wspoétczynnikéw wielomianu charakterystycznego
jest znacznie gorzej uwarunkowane niz zadanie wyznaczenia wartosci

wlasnych.

e W zasadzie metoda nie do uzytku.
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Metoda potegowa

Dla wyznaczania pojedynczych wartosci i wektoréw wiasnych.

Algorytm:
e | + 0, wybieramy wektor x taki, ze ||xg||oc =1
e Tak dlugo jak i jest mniejsze niz zatozona liczba iteracii:
— Viy1 — Ax;, mig1 < || Vigt|]eo
— Jezeli m;y1 = 0 to KONIEC!

— X1 v2-+1, 1+—1+1

mMi41

Uwagi:
1 1—> 00 1— 00
o Jesli X9; — X, to m; — m.
1 1—00
o Jesli HX7;_|_1 — XzHoo — 0, to Ax = mx.

71— 00

o Jesli HX7;_|_1 — XzHoo — 2, to Ax = —mx.

e W ogdlnym przypadku trudno oceni¢ kiedy ciag (x2;) jest zbiezny.
e Mozna wykazaé zbiezno$é np. gdy macierz jest podobna do diagonalne;.

218
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Metoda QR
Dla macierzy Hessenberga H (h;; =0 dla j < i —1).
Schemat algorytmu:
e i+ 1, HY <+ H
e Do uzyskania stosownej zbieznosci:
— Wyznaczamy rozklad H(®) = QW R®)
_ HOHD)  ROQW
— 14 1+1
Uwagi:
o Wszystkie Q9 oraz H(*) sg macierzami Hessenberga.
e Wszystkie H() s3 podobne, bo H(TD = Q) "HH Q.
o Jesli wartosci wlasne H sa rzeczywiste i maja rézne moduly, to H(®) zbiegaja
do macierzy trdjkatnej, a elementy diagonali do wartosci wtasnych H.

o Jesli wsréd wartosci wltasnych sa pary sprzezone (poza tym nie ma wartosci o
rownych modutach), to nie wszystkie elementy pod diagonala daza do zera.
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Problemy zbieznosci

e Analiza szybkosci zbieznosci pokazuje, ze zalezy ona od stosunku modutow
odpowiednich wartosci wlasnych.

e Dotyczy zaréwno metody potegowej jak i QR.
e Sposdb na przyspieszenie: przesuniecie B = A — pl.

— Metoda potegowa, gdy znamy wartosci wlasne, a szukamy wektordow:
p=2(N\+A,) dla ), gdziei =min{k >1: X\ <A} orazp=1(A\ + 1))
dla \,,, gdzie j = max{k <n: A > A\, }.

— Metoda QR:

HO — p,I=QWRM HOTD = ROQM 4 p,1,
p; rowne otrzymanym w poprzednich iteracjach warto$ciom wtasnym.

Sprowadzanie macierzy do postaci Hessenberga
e climinacja Gaussa
e metoda Householdera
e metoda Givensa
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Szukanie wektorow wiasnychl

o Jezeli P71 AP = B, oraz x jest wektorem wlasnym macierzy B, to y = Px
jest wektorem wlasnym macierzy A.

e Jesli macierz B jest trdjkatna gérna, to wartosci wlasnej \; = b;; odpowiada
wektor wlasny x(¥ taki, ze:

J
:132(-2) =1
: | (452)
D by
(4) k=j+1 : :
T = — : 17=1—1,...,1
/ bjj — by

— Jedli B ma wielokrotng wartos¢ wtasna A, to wektor wiasny mozna
wyliczy¢ tylko dla najmniejszego ¢ takiego, ze b;; = .
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Metoda QR
e Macierze Q") mozna wykorzysta¢ do obliczenia wektoréw wiasnych.

e Algorytm: Dane: macierz A.

— Sprowadzamy macierz A do postaci Hessenberga
P 'AP =H. (453)

— Obliczamy ciag macierzy H® oraz Q) algorytmem QR dla macierzy
Hessenberga H. Jednoczes$nie wyznaczamy

7zl =P, 7+ = 7 Q) (454)

— Po uznaniu w H®) zbieznosci do macierzy tréjkatnej gérnej wyznaczamy
jej wektory wiasne zgodnie z (452).

— Wvyznaczamy wektory wlasne macierzy A:

yB) = 7)), (455)
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Metoda LR

e Algorytm: Dane: macierz A.
— Obliczamy ciag macierzy A dlai =1, 2, .. .:

AL — A

AW =1yl AT . g@1,©) (456)
do uzyskania zbieznosci do macierzy tréjkatne;.
Jednoczes$nie wyznaczamy:
zW =1, z0+) = 7zOLO, (457)
— Wyznaczamy wektory wlasne macierzy A(N) zgodnie z (452).
— Wyznaczamy wektory wlasne macierzy A:
y(B) = Z(N)x (k). (458)

e 3 razy mniej dzialan niz w QR ale gorsze uwarunkowanie.
e Stabilna numerycznie dla A symetrycznych i dodatnio okreslonych.
e Jak w QR: przesuniecia i do postaci Hessenberga (O(n?) — O(n?)).
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Metoda iteracji odwrotnej
e Przyspieszenie zbieznosci metody potegowej
e Algorytm:
— i < 0, wybieramy wektor xq taki, Ze ||x¢||cc =1
— Tak dlugo jak i jest mniejsze niz zalozona liczba iteracii:

* Vipl — (A — kD) 7'x, mig < [|[Vigi|oo
*Xi+1%vi+1 11+ 1

miy1’

e Jesli A ma wartosci wlasne Ay, ..., A\, takie, ze |A\| > ... > |\,], to

wartosciami wlasnymi (A — k;I)~! sa:
1 1 1
M —ki do—ki A — ki

e Ciag mi,ms, ... pozwala wyznaczy¢ wartos¢ wiasna J\,, jak w metodzie

potegowe;.

224

(459)

o Jedli k; jest bliskie \,,, to macierz A — ;I jest Zle uwarunkowana, co mozna
zlekcewazy¢ gdy x jest dobrze uwarunkowany i norma ||v; 1|« jest duza.



