SOM vs MDS
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Problemy SOM

SOM bardzo popularna metoda wizualizacji
e nie gwarantuje wiarygodnej aproksymacji gestosci danych
e btad kwantyzacji przydatny przy ocenie jakosci odwzorowania
ale nie moéwi nic o jakosci wizualizacji

MDS, Multi-Dimensional Scaling (Thorton 1954, Kruskal
1964), zwane takze mapowaniem Sammona (Sammon 1964)

e redukcja wymiarowosci z zachowaniem relacji odlegtosci
e funkcja stresu: miara znieksztatcen topograficznych

e zazwyczaj redukcja do 2D, 3D w celu wizualizacji danych
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ldea MDS

Szukamy mapowania x =y = M(x) minimalizujacego pewna

funkcje kosztu oparta o odlegtosci §;; oraz dj

source space target space

Y,

Ay

Rys: Duda, Hart, Pattern Classification
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Algorytm MDS

Przestrzen cech x;, € RY, i =1,2,..., n
Odlegtos¢ w przestrzeni cech

6 = IIxi — x|
Przestrzen docelowa y; € RX, gdzie K < N
Odlegtos¢ w przestrzeni docelowe;j

dy = ly; = v

Mozna uzy¢ dowolnej metryki - najczesciej metryka Euklidesowa
W przypadki K =2
n

n 2
E=) (6s—di)’ =) <5/j - \/(y/l —yin)” + (vio —)0'2)2)

i<Jj i<j

Funkcja E zalezy od 2n parametrow y;
Jednak 3 wspotrzedne sa redundantne: y; = (0, O)T wybor
Srodka uktadu wsp., yo = (Q.¥a).wybor orientacji uktadu wsp.



Miary znieksztatcen

n
E(riw) =) w; (6 — dj)* >0
i<y
wagi wj; moga zaleze€ od odlegtosci, np. male¢ wyktadniczo ze
wzrostem §;;

Czynnik normalizacyjny

n

> (65— dy)?

i<Jj

E(r) = — —— €10,1]
LIS
i<j i<j

Stres wynosi 0, gdy idealne dopasowanie (;; = dj;), wartos¢ 1 np.
gdy wszystkie dj; = 0
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Miary MDS

e Stres (Kruskal) btad absolutny, moga dominowac duze
odlegtosci, zachowuje ogdlna strukture klastrow (skupisk)

n

E = 2(6’1 — C/,“)2 >0

i<j

e Odwzorowanie Sammona, wptyw duzych odlegtosci §;; jest
zredukowany

1< (6 — di)?
S S

gdzie
1

Zi<j 5/]
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Miary MDS

e Btad wzgledny, wszystkie skale odlegtosci traktowane s3

jednakowo
n

Es=) (1-d;j/6;)° >0

i=1
e Wspdtczynnik alienacji (Guttman-Lingoes) — podobny do
btedu wzglednego, trudniejszy do minimalizacji

n

Ea=) (1—06;/dj)* >0

1<J
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Optymalizacja stresu

Sammon zaproponowat optymalizacje za pomoca zmodyfikowane;
metody Newtona

Ypa(k + 1) = ypq(k) — nDpq(k)

aynq/ laypq
n

o) = 2 Opj — dpj
Byoe -7 Z (W) Ypa — Yia)

pq =1 #p piOpj
diagonalne sktadowe Hessianu

) n 2 L
PE_ 2 S L, gy el (G n)
Apj dpj

8y3q ¢ Jj=1,j#p 6PJdPJ

gdzie

sktadowa gradientu
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MDS i SOM

w MDS brak funkcji mapujacej X — Y

dla MDS dodanie nowego punktu wymaga ponownej
optymalizacji

SOM uzywany takze w klasyfikacji

MDS i SOM wrazliwe na szum w danych (nieistotne cechy)

wyniki obu metod s3 uzaleznione od punktu startowego,
kazda optymalizacja moze generowac¢ odmienne wyniki
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Wizualizacja: hiperkostka 2D 1 4D

SOM warstwa 2D, 20x20 MDS
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Wizualizacja: hiperkostka 5D + sfera w 3D

The two-dimensional representations of the 26 points on the sphere obtained by mini-
mization of S, E, 4 and by SOFM (left to right) with a 20 x 20 neurons map.
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Wizualizacja: sympleks 6-11
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Wizualizacja: sympleks 15-20
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Sekwencje rodziny biatek
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sekwencja biatek rodziny Globin, macierz podobieistwa, MDS
odkrywa strukture danych (Klock & Buhmann 1997).
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Podobienstwo twarzy

300 twarzy (from Klock & Buhmann 1997).
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Mapy semantyczne

e préba uchwycenia sensu stéw i poje€ poprzez wtasnosci oraz
relacji semantycznych

e Przyktad: 8 ptakéw i 8 ssakéw
dove, hen, duck, goose, owl, hawk, eagle,
fox, dog, wolf, cat, tiger, lion, horse, zebra, cow.

e kazde pojecie opisane 13 cechami binarnymi
size is: small, medium large;
has 2 legs, 4 legs,
has hair, hoofs, mane, feathers;
likes to: hunt, run, fly, swim.

e utworz zdania opisujace zwierzeta za pomoca wybranych
cech
Horse is big, has 4 legs, mane, hair, hoofs, likes to run.
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Mapy semantyczne

g e t h =z
d d o h a w i 1 o e
animal [o h u o o a g f d o ¢ g i r b c¢
v e ¢ s w w l o ol a e o s r o
e n k e 1 k e x g f t r n e a w
small rP 111 1 1 0 0 O O 1T O O0O 0O 0 O
is medium [0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
big O 0 00 0 0 0 0 0 0 01 1 1 1 1
2 legs r 111 1 1 1.0 0 O OOO0O OO0 O
4 legs o0 o0 o0 o0 09011 1 1 1 1 1 1 1
has hair o0 o0 o0 o0 09011 1 1 1 1 1 1 1
hooves |O 0 0O 0O 0 0 O O O 0O 0 0 0 1 1 1
mane 60 00 0 0 000 1T 00 1 1 1 0
feathers |1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
hunt 6006 00 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
likes Tun o0 00 o0 0O0O0OT1 1 01 1 1 1 0
to fly rP 00 1 1 1 1 0 0 0 O0O0OO0O0O0 0
swim o o0 11 0 O OO O0OCO0OO0OO0OO0O 0 0 0
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Mapy semantyczne
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FIG. 1. The two-dimensional representations of the 13-dimensional semantic data ob-
tained by SOM (left) with a 10 x 10 neurons map, a training of 10000 cycles, with final
stress of 0.25, and the MDS (right) with final stress of 0.20 after 10 iterations.

SOM, Ritter and Kohonen 1989,
MDS, Naud & Duch (1996).
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e Naturalna klasyfikacja zwierzat zachowujaca ich
podobienstwo

— ssaki odseparowane od ptakéw
— mate zwierzeta od duzych
— drapieznikéw od roslinozercow

e podobienstwo zwierzat jest powigzane z odlegtosciag na mapie
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Samoorganizacja

Uczenie hebbowskie
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Sieci samoorganizujace sie

Uczenie konkurencyjne

e reguta Kohonena
e konkurencja WTA, WTM

e kwantyzacja wektorowa, SOM

Uczenie hebbowskie

e reguta Hebba, reguta Oja

e asocjacje i korelacje miedzy sygnatami

e dekompozycja sktadowych gtéwnych PCA (Principal
Component Analysis)

e dekompozycja na skfadowe niezalezne ICA (Independent

Component Analysis) , separacja zrodet BSS (Bling Source
Separation), nielinowe PCA, ...
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Reguta Hebba (1949)

.Neurons, that fire together, wire together.”

Jezeli neuron A jest cyklicznie pobudzany przez neuron B, to
staje sie on jeszcze bardziej czuty na pobudzenie tego neuronu

e synchroniczne pobudzanie neuronéw A i B wzmacnia
potaczenie synaptyczne miedzy nimi

e jezeli neurony nie s3 pobudzane jednoczesSnie
(asynchronicznie) to potaczenie jest ostabiane

Zmiana wagi potaczenia pomiedzy neuronami A i B

wag(k + 1) = wag(k) + nya(k)ys(k)
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Reguta Hebba

Dla neuronu liniowego

y=w'x

reguta Hebba przybiera postac

Aw; = nyx;

Kierunek w podaza w kierunku x, decydujacy wptyw na wartos¢
koncowa beda miaty sygnaty zgrupowane (rozciagajace sig)
wzdtuz znalezionego kierunku.

Uczenie hebbowskie prowadzi do wyznaczenia miary podobienstwa
miedzy sygnatem wejSciowym x; a rozktadem gestosci
prawdopodobienstwa p(x) sygnatu.
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Interpretacja geometryczna reguty Hebba

Wektor wag przemieszcza sie w kierunku wyznaczonym przez
Srodek masy wektoréw treningowych (maleje kat pomiedzy
kierunkiem najwiekszej wariancji danych)

Trening prowadzi do nieograniczonego wzro-
stu wag (norma ||w/|| rosnie w kazdym kroku)
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Modyfikacje reguty Hebba

Zapobieganie nieograniczonemu wzrostowi wag (2 strategie):
e normalizacja wag po kazdym kroku uczenia

e dodanie czynnika normalizujacego wagi, Oja (1982)

Reguta Oji

Aw; =ny (xi — yw;)

e dodanie wyrazu zanikania wagi proporcjonalnego do y?

e adaptacja prowadzi do unormowania wag ||w|| =1

e wektor wag zbliza sie do wektora wtasnego macierzy
kowariancji E[XX '] o najwiekszej wartosci wtasne;]

e wektor wag lezy wzdtuz kierunku maksymalizujacego wartosc
oczekiwang y? (wariancja wartosci wyjsciowej neuronu)
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Interpretacja geometryczna reguty Oji

Sieci Neuronowe
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Whasnosci reguty Qji
Dla wyuczonego wektora wag wartos¢ oczekiwana
E[Aw] =0
stad
E[Aw] = nE[y(x — yx)] = nE[(wx)x — y*w]

=n(Exx"]w — E[y*lw) =0

Macierz kowariangji E[xx"] = Ry
Reguta Oji prowadzi do wyznaczenia wektora wtasnego Ry

R,w = \w
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Analiza sktadowych gtéwnych PCA

Transformacja liniowa
y = Wx

gdzie
xeRV  yeRK wWeRMN K< N
Redukcja wymiarowosci z zachowaniem maksymalnej informacji

zawartych w danych.

W PCA kierunek zawierajacy najwiecej informacji to kierunek o
najwiekszej wariancji
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Projekcja danych na wektor wag

Projekcja danych 2D na kierunek o najwiekszej wariancji

A u

Height

A 4

Weight

———mme— st ey

Rys: Boedecker, Machine Learning Summer 2015
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PCA

Niech X € RV wektor losowy o zerowej wartoéci oczekiwane;j,
woéwczas wartos¢ oczekiwana macierzy kowariancji

R, = E[XXT]

dla skonczonej probki o liczebnosci p
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PCA
Wartosci wtasne A; oraz wektory wtasne w; macierzy kowariancji
RXW,':>\,‘W,‘ /:1,...,/\/

R jest symetryczna i nieujemna = wartosci wtasne rzeczywiste |
nieujemne
Niech

AM>X>...> Ay >0

Ograniczajac do K pierwszych sktadowych

otrzymujemy transformacje PCA

y = Wx
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PCA

Wariancja wzdtuz i-tego kierunku
Var(w]"x) = E[[llw] x|[*] = E[(w/ Rew;)] = X;

Celem PCA jet znalezienie wektoréw wy, . . ., Wy, ktére
maksymalizuja wariancje przy zachowaniu ortogonalnosci
w/w, =0 da j>i

W,':]_

Sieci Neuronowe 32



Algorytm PCA

1. Wysrodkowanie danych dla kazdej cechy j

1 n
Xij < Xjj — E ZX,'J'
J=1
2. Wyznaczenie macierzy kowariancji
1
R, = —XX"
n
3. Diagonalizacja za pomoca rozktadu SVD
S=WIRW

W zawiera wektory wtasne, S wartosci wtasne na diagonali
4. Projekcja danych na kierunki wektoréw wtasnych
odpowiadajacym K najwiekszym wartosciom wtasnym
yi = Wkx;
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Rekonstrukcja
Rekonstrukcja obrazu wejsciowego
x=W'y
PCA minimalizuje btad rekonstrukgji
E, = ElJx— %/

dla k sktadowych PCA

Minimalizacja E, odpowiada maksymalizacji Z,K:l A

Sieci Neuronowe
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PCA

e Gdy zmienne s3g skorelowane to znajomos¢ tylko czesci
zmiennych pozwala okresli¢ pozostate

e Wzgledny wktad poszczegdlnych sktadowych
A
2

e Standardowe metody wyznaczania wektoréw wtasnych
macierzy R, dla duzych wymiaréw s3 zbyt ztozone

m; =

Metody adaptacyjne wyznaczania sktadowych gtéwnych (np.
reguta Oji)
e nie wymagaja obliczania macierzy Ry

e moga by¢ stosowane w metodach on-line, gdy nie mamy
dostepu do wszystkich danych jednoczesnie

Sieci Neuronowe
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Przyktad: PCA na danych Iris
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A1 =2.8914 X =0.9151 A3 =0.1464 X4 =0.0205

PCA czesto uzywane do przetworzenia danych przed treningiem
algorytméw uczenia maszynowego

Rys: Boedecker, Machine Learning Summer 2015
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PCA i klasyfikacja

x2 (minor direction)

class 2

<R >

perfect
classification
with x2

X1 (principal direction)

not perfect classification
with x1

Projekcja PCA nie gwarantuje uzyskania najlepszej dyskryminacji

Rys: Principe, Neural and Adaptive Systems
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MDS i PCA

e MDS wynik zalezny od punktu startowego, stosowany
wielokrotny start

e PCA moze zosta¢ uzyte jako punkt startowy dla MDS.
Nieistotne sktadowe s3 usuwane | nie maja wptywu na
wizualizacje MDS.

e PCA jest linowe, nie zachowuje odlegtosci pomiedzy
obiektami

e PCA wymaga utworzenia macierzy korelacji d x d, koszt
O(nd?), diagonalizacja tej macierzy O(d?)

e MDS wymaga obliczenia macierzy odlegtosci O(n?d) i
minimalizacji 2n — 3 parametréow
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Trening pierwszego kierunku

Estymator pierwszego kierunku

N
n=wix=>Y wx
j=0
za pomoca reguty Oja
wi(k + 1) = wi(k) + n(k)yi (k) (x(k) — wi(k)y1(k))

Dobér n(k) jest istotny - powinien male¢ z czasem, np,:

0
n(k) = nlfy) gdzie 05<y<1
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Uogdlniony algorytm hebbowski (GHA)

Jednowarstwowa siec¢ liniowa (Sanger, Oja, 1989)
yi=w/x
Reguta uczenia (Sanger)
i
Aw; = ny; <Xi - ZYka>
k=1

0znhaczajac
i—1
Ri(k) =% = > yiwy
k=1
otrzymujemy regute Oji dla przeskalowanych wejs¢ X;
Aw; = ny; (X — w;y;)

Wartosci wag w; kolejnych neurondéw uzyskuja wartosci kolejnych
wartosci wtasnych macierzykowarancji C 40



Uczenie anty-hebbowskie
Reguta anty-Hebbowska

Awjj = —nx;y;

e znak minus sprawia, ze trening prowadzi do znalezienia
kierunku minimalizujacego wariancje wyjscia

e uczenie jednostki liniowej prowadzi do zerowania wyjscia -
trening dazy do znalezienia projekcji danych do punktu

e jezeli nie ma kierunku, wzdtuz ktérego wariancja wynosi 0 to
wagi zbiegaja do 0
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APEX

Adaptive Principal Component Extraction (Diamantaras 1990)
Dla danych wektoréw wy, .. ., w;_1 realizujacych kierunki PCA
sie€ iteracyjnie wyznacza i-tg sktadowa PCA

X1

XN

y=(y1,...,¥i—1)" wyjécia pierwszych i — 1 neuronéw
W = [wy,...,w;_1]7 macierz wag pierwszych i — 1 neuronéw
u = [ug), Uoj, - - -, u(/_l),]T wagi potaczen wewnatrz warstwy

Rys: Qiu, et.al., Neural Network Implementations for
PCA and Its Extensions
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Aktualizacja wag APEX
Aktualizacja wag w; za pomoca reguty Oji
Aw; = n(n)y;i(n) [x(n) — yi(n)w;]

Potaczenia miedzy-warstwowe uj; uczone reguta anty-hebbowska
odpowiedzialng za ortogonalizacje y; wzgledem poprzednich
sktadowych

Au; = —n(n)yi(n) [y(n) + yi(n)u;]
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Zastosowanie PCA

e Redukcja wymiarowosci

e Wizualizacja danych nD — 2D, 3D

e Usuwanie szumu

e Usuwanie korelacji z danych

e Kompresja sygnatu, np. kompresja obrazéw

e Dane po transformacji PCA czesto uzywane do treningu
algorytmoéw uczenia maszynowego

Sieci Neuronowe
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Kompresja danych za pomoca PCA

Wektory treningowe to ramki obrazu (8x8 = 64 wspotrzedne)

Przyktad: obraz 512x512 z 8 bitami na piksel

ordering

of the neurons:

neuron
0

neuron
1

neuron
2

neuron
3

neuron
4

neuron
5

neuron
6

neuron
7

(unused)

Neurony w kolejnosci zawierajgcej najwiecej informacji potrzebnej

do rekonstrukgji
e neuron 0: Sredni poziom szarosci
e neuron 1 i 2: gradient obrazu
e neurony 3-5: pochodna drugiego rzedu obrazu

Rys: Krose, Smagat, An Introduction to Neural Networks, 1996
Sieci Neuronowe
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Przyktad

a) oryginat
b) 4 PC
c) 8 PC
d) 12 PC

: Kompresja obrazu za pomocg APEX

(c)

Rys: Krose, Smagat, An Introduction to Neural Networks, 1996
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