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Martwic sie czy nie?

Zatézmy, ze w Polsce 1 na 1000 os6b ma wirusa grypy.

Nowy test polegajgcy na badaniu sliny, o doktadnosci 99%, wprowadzono
do obowigzkowych badan okresowych.

Test wypadt pozytywnie.

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze osoba ma grype?

Przypomnijmy sobie podstawy rachunku prawdopodobienstwa.



Obiekty w przestrzeni cech

Opis matematyczny reprezentuje obiekty O przy pomocy pomiardw, jakie
na nich przeprowadzono, podajgc wartosci cech
{0} =>X(0)), gdzie X(0,) jest wartoscia j-tej cechy opisujacej O,

Atrybut i cecha sg czesto traktowane jako synonimy, chociaz scisle ujmujac
“wiek” jest atrybutem, a “mtody” cechg, wartoscig atrybutu.

Typy atrybutow:
kategoryczne: symboliczne, dyskretne — mogg miec charakter nominalny
(nieuporzgdkowany), np. “stodki, kwasny, gorzki”, albo porzadkowy, np.
kolory w widmie sSwiatta,

albo: maty < $redni < duzy (drink).

ciggte: wartosci numeryczne, np. wiek. X, e X(O)

X
Wektor cech X =(X,,X,,X; ... X,), -
o d-sktadowych wskazuje na punkt
W przestrzeni cech.




Przyktad: ryby

Chapter 1.2, Pattern Classification (2nd ed)
by R. O. Duda, P. E. Hart and D. G. Stork, Wiley 2000

Automatyzacja sortowania dwoéch gatunkow ryb, tososia i suma morskiego, ktore
przesuwajg sie na pasie sortownika.
Czujniki oceniajg rdzne cechy: dtugosé, jasnos¢, szerokosé, liczbe ptetw

Patrzymy na histogramy.
* Wybieramy liczbe przedziatow, np. n=20 (dyskretne dane)

)/n,

* obliczamy N(C,I”l.) = #sztuk C € {tosos, sum} w kazdym przedziale

i (l I)A X i ZA], i=1...n

* obliczamy szeroko$¢ przedziatu A= (Xmax min

* prawdopodobieristwo taczne P(C,7,)=N(C,r,)/N, gdzie N = liczba ryb
taczne prawdopodobieristwo P(C,r,) = P(r,|C)P(C)



Przyktad histogramow

Rozktad liczby ryb w dwoch wymiarach w 20 przedziatach:l
dtugosc i jasnosC. Zaznaczono optymalne progi podziatu.

salmon

P(r,|C) przybliza rozktad prawdopodobienstwa dla klasy P(x|C).

Mozemy go doktadnie obliczy¢ tylko w granicy nieskonczenie wielu
przyktadow i podziatu na nieskonczenie wiele przedziatow.

W praktyce zawsze dzielimy na niewielkg liczbe przedziatow.



Rodzaje prawdopodobienstwa

Tablica wspotwystepowania klasa-cecha: P(C,7)=N(C,7,)/N

N(C, r)) = macierz,
rzedy = klasy, kolumny = cechy r,
P(C, r,) — prawdopodobienstwo

laczne, P obserwacji obiektu z klasy
C dla ktérego cecha xer,

P(Cl,rl)

P

(
(
(
(
(

P(C) to prawd. a priori pojawienia sie obiektow z danej klasy, przed

wykonaniem pomiaréw i okresleniem, ze x€r; ma jakgs wartosc.

ZP(C,x = rl.) = P(C)

To suma w danym rzedzie:

P(xer) to prawd ze znajdujemy jakas obserwacje dla ktére cecha xer,

;P(Cj,xeri):P(xeri)

czyli suma dla danej kolumny.




Prawdopodobienstwa warunkowe

Jesli znana jest klasa C (rodzaj obiektu) to jakie jest
prawdopodobienstwo ze ma on wiasnos¢ xer, ?

P(xer,|C) oznacza warunkowe prawdopodobienstwo, ze znajac C
cecha x bedzie lezata w przedziale 7.

Suma po wszystkich wartosciach cech:

i dla tacznego ZP(X er|C)=1

prawdopodobienstwa ’

Dlatego mamy: ZP(C,XE@)ZP(C)
i

P(xer|C)=P(C,xer,)/P(C)

P (x)=P(x|C) rozktad prawd. warunkowego to po prostu przeskalowane
prawdopodobienstwo tgczne, trzeba podzieli¢ P(C,x)/P(C)



Formuty probabilistyczne

Relacje probabilistyczne wynikajg z prostych regut sumowania!

Macierz rozktadu tgcznych prawdopodobienstw: P(C, x) dla
dyskretnych wartosci obserwacji x, liczymy ile razy
zaobserwowano facznie N(C,x), skalujemy tak by prawdop.
sumowato sie do 1, czyli P(C, x) = N(C,x)/N

P(C)=) P(C,x.);

Rzad macierzy P(C, x) sumuje sig do: (C) ZZ_:, (C,x,)
dlatego P(x|C)=P(C, x)/P(C) anp(x. )=t
sumuje sie do — l ’

Kolumna macierzy P(C, x) sumuje sie do:  P(x,)= > P(C,x,);
C

dlatego P(C|x)=P(C, x)/P(x)
sumuje sie do ZP(C | xi) —I;
C



Twierdzenie Bayesa

Formuta Bayesa pozwala na obliczenie prawdopodobienstwa

a posteriori P(C|x) (czyli po dokonaniu obserwacji) znajac tatwy do
zmierzenia rozktad warunkowy P(x| Q). ZP(C) _1:

Sumuija sie do 1 bo wiemy, ze jesli C

obserwujemy X, to musi to by¢ jedna z C ZP(XZ-) =1

klas, jak tez wiemy, ze jesli obiekt jest z i

klasy C to X musi mie¢ jedna z wartosci X ZP(xl. |C) - ZC:P(C | x)
P(x,|C)=P(C,x,)/ P(C)
P(C | xl.) = P(C,xl.)/P(xl.)

1;

Obydwa prawdopodobienstwa sg
wynikiem podzielenia P(C,x)).
P(C|x,)P(x,)=P(x, |C)P(C)

Formutka Bayesa jest wiec oczywista.
Inaczej: H=hipoteza, E=obserwacja P(H|E)=P(E| H)p(H)/P(E)



Kwiatki

Mamy dwa rodzaje Irysow:
Irys Setosa oraz Irys Virginica

Dtugosc lisci okreslamy w dwoch przedziatach, r,=[0,3] cm i r,=[3,6] cm.
Dla 100 kwiatow dostajemy nastepujgce rozktady (Setosa, Virginica):

36 4j N(C,)=40,N(C,)=60

N(C,r)=
o [8 52 N(r) =44,N () =56

Prawdopodobienstwa tgczne réznych kwiatow Irysow: :

P(C,r)= (0'36 O'O4j P(Cl) =0.4; P(Vl) =0.44

0.82 0.07 0.90 0.10
Stad P(C|r)= ;P(r|C) =
0.18 0.93 0.13 0.87



Martwic sie czy nie?

Zatozmy, ze w Polsce 1 na 1000 oséb ma wirusa HIV.

Nowy test polegajgcy na badaniu sliny, o doktadnosci 99%, wprowadzono do
obowigzkowych badan okresowych.

Test wypadt pozytywnie. Jakie jest P(HIV)?

Naiwne oszacowanie:

1 na 1000 os6b ma wirusa HIV, czyli jesli test ma doktadnos¢ 99%, to na 1000
0s6b wykaze 10 z HIV, a poniewaz jest tylko 1 ma wirusa to
prawdopodobienstwo poprawnej identyfikacji ~1/10=10%.

Widac wiec, ze nawet przy takiej doktadnosci, jesli choroba jest dosc¢ rzadka
(a tak jest w poczatkowym stadium epidemii), bedzie 10 razy wiecej btedow
niz poprawnych identyfikacji.

Doktadniej to obliczymy korzystajgc z formutki Bayesa.
Mamy dwie klasy H+, H- i dwie obserwacje T+, T-

Interesuje nas P(H+|T+), czyli: wynik testu byt pozytywny, czy to HIV?



Co powie Bayes?

Mamy dwie klasy H+, H-, dwie obserwacje T+, T-

Interesuje nas prawdopodobienstw a posteriori P(H+|T+),
jesli wynik testu byt pozytywny, jakie jest P(Hiv)? Oznaczmy je przez P(H+).

Znamy: P(H+)=0.001, P(H-)=0.999 (a priori, czyli bez innych informacji)
P(T+|H+)=0.99= P(T-|H-) to doktadnos¢ testu,

zaktadamy tu dla uproszczenia takie same btedy dla “fatszywie pozytywnych”

i “fatszywie negatywnych” przypadkow (tak oczywiscie by¢ nie musi).

P(H+|T+) P(T+) = P(H+,T+) = P(T+|H+) P(H+) (Bayes)

P(T+)=P(T+, H+) + P(T+, H-)= P(T+| H+)*P(H+)+P(T+,H-);

P(T+, H-)=P(H-)-P(T-,H-)=P(H-)-P(T-| H-)*P(H-)=0.999(1-0.99)=0.00999
P(T+)=0.99*%0.001+0.00999=0.01098

P(H+|T+) = P(T+|H+) P(H+)/P(T+) = 0.99*%0.001/0.01098= 0.0902

Czyli P(Covid|Test) =9.02%
Jesli a priori mamy P(H+)=0.01, czyli 1:100, to P(Covid|Test) = 50.0%,
Kalkulator Bayesa



https://www.gigacalculator.com/calculators/bayes-theorem-calculator.php

Co na to Copilot MS?

P(C) to prawd. ze osoba ma Covid-19, ktére wynosi 1/1000 = 0.001.

P(T) to prawd. ze test jest pozytywny.

P(T|C) to prawd. ze test jest pozytywny, jesli osoba ma Covid-19, ktére
wynosi 0.99 (doktadnosé testu).

Chcemy obliczy¢ P(C|T), prawd. ze to Covid-19, jesli test jest pozytywny.

Zgodnie z twierdzeniem Bayesa, mamy: P(C|T)=P(T)P(T|C) -P(C)

Prawd. ze test jest pozytywny, P(T), mozna obliczy¢ jako sume prawd. ze test
jest pozytywny i osoba ma Covid-19, oraz prawd. ze test jest pozytywny i
osoba nie ma Covid-19. Czyli: P(T)=P(T|C) -P(C)+P(T|-C) -P(-C)

Gdzie P(T|-C) to prawdopodobienstwo, ze test jest pozytywny, jesli osoba
nie ma Covid-19. Jest to 1 minus doktadnosc testu, czyli 0.01.

P(-C) to prawd ze osoba nie ma Covid-19, ktére wynosi 1 - P(C) = 0.999.
Podstawiajgc te wartosci do powyzszego wzoru, otrzymujemy:
P(C|T)=0.99-0.001/(0.99 -0.001+0.01 -0.999)

Po uproszczeniu, otrzymujemy: P(C|T)=0.09
Prawdopodobienstwo, ze osoba rzeczywiscie ma wirusa wynosi okoto 9%.



Oceny doktadnosci

Jak ocenia¢ doktadnos¢ modelu predykcyjnego?
Dla dwéch klas + i — tablica pomytek (confusion matrix) dla M danych:

TP=P.. FN=P..
FP=P. TN=P.

P(prawda| model)=

TP+FN=P  TN+FP=N
P/M+N/M = P,+P =1

TP =True positive, byto C. a model przewiduje klase C,
TN = True negative, byto C_ a model przewiduje klase C-
FN = False Negative, byto C, a model przewiduje klase C_
FP = False Positive, byto C_i model przewiduje klase C.

Doktadnos$é¢ A=(TP+TN)/M nie moéwi jakiego rodzaju sg pomytki.
Dlatego uzywa sie kombinacji elementow macierzy pomytek.

Czutos¢, wrazliwosc (sensitivity, recall) S.=TPR=TP/P=TP/(TP+FN)
Swoistos¢, specyficznos¢ (specificity, SPC) S_=TNR=TN/N=TN/(FP+TN)
Precyzja (precision, positive predictive value, PPV)  PPV=TP/(TP+FP)


https://pl.wikipedia.org/wiki/Tablica_pomy%C5%82ek

Tablica pomytek

Doktadnos¢ (accuracy) nie mowi nam jakiego rodzaju sg pomytki systemu
klasyfikujgcego. Jest wiele miar, ktore to oceniaja.

Program PyCM do analizy doktadnosci na Githubie

Klasa predykowana — wynik testu

Czestosc wystepowania, chorobowosé

Papulacja Klasyfikacja pozytywna Klasyfikacja negatywna 3 stan pozytywny
Y populacja
czutosé, TPR FNR
Stan falszywie ujemna
prawdziwie dodatnia, TP et o P S 2 TR > FN
0Z n rugiego rodzaju, = Eee==— p————
— pozytywny (btg gieg ] ) T S TPYY FN ¥ TP4+YT FN
rzeczywista FPR swoistosc, SPC, TNR
Stan fatszywie dodatnia
: . prawdziwie ujemna, TN 3. FP S - > TN
negatywny (btad pierwszego rodzaju, FP) S FP1Y TN T EPiy TN
precyzja, PPV FOR LR+
¥ TP S FN TPR
doktadnos¢, ACC S TP+4+Y FP T FN+Y TN FPR DOR
3 TP+ 3. TN LR+
5" populacja FDR NPV LR- LR
L FP 2. TN FNR
Y TP+Y FP S FN+Y TN TNR



https://pl.wikipedia.org/wiki/Tablica_pomy%C5%82ek
https://github.com/sepandhaghighi/pycm

Inne miary

Dtuzsza lista jest na stronie Wiki Confusion Matrix.

Czesto stosowana jest miara F1, sSrednia harmoniczna precyzji i czutosci:

F1=2/(1/TPR + 1/PPV) = 2 TP/(2 TP+FP+FN)

Wspodtczynnik Phi lub Matthews Correlation Coefficient (MCC) stosowany jest
w przypadku duzej réznicy liczebnosci klas.

MCC = TP x TN — FP x FN

Macierze pomytek mogg by¢ oczywiscie zdefiniowane dla wielu klas,
np. wielu chorob, ale wowczas trudno jest stosowac rozne miary.

Stad czesto podajemy rozrdznienie dwoch stanéw, wybrana klasa Ci co$
innego. W ten sposob testy statystyczne mozna stosowac dla kazdej z
podejrzanych klas.


https://en.wikipedia.org/wiki/Confusion_matrix

Lifts, czyli zyski kumulacyjne

Technika popularna w marketingu, gdzie skumulowane zyski i "wzrosty" s3

przedstawiane graficznie: wzrost jest miarg skutecznosci przewidywan modelu

= (wyniki uzyskane z)/(bez modelu predykcyjnego).

Np: czy X' odpowie? Czy powinienem wysta¢ mu oferte?

Zatozmy, ze 20% osdb odpowiada na Twojg oferte.

Wystanie tej oferty losowo do N oséb daje Y,=0.2*N odpowiedzi.

Model predykcyjny (w marketingu nazywany "modelem odpowiedzi").

P(w | X;M) wykorzystuje informacje X do przewidywania, kto odpowie na oferte.

Uporzadkuj przewidywania od najbardziej do najmniej prawdopodobnego:
P(w, | X1;M) > P(w, | X%M) ... > P(w, | XXM)

Idealny model powinien umiesci¢ te 20% osob, ktore odpowiedzg, na
pierwszym miejscu. Wtedy liczba odpowiedzi to Y,=0.2*N dla j=1 .. Y,,.

W idealnym przypadku skumulowany przyrost bedzie miat postac¢ krzywej
liniowej, ktora osiaggnie Y, a nastepnie pozostanie stata;

wzrost bedzie rowny stosunkowi Y(Xi)/0.2*j.



Wykres kumulacyjnych zyskéw

Nie ma idealnego modelu, wiec sprawdz, czy Twoje przewidywania P(w, | X;M)
sg zgodne z rzeczywistoscia. Jesli przewidywania byty prawdziwe, wykres|
nastepny punkt o jedng jednostke w prawo i jedng jednostke w gore; jesli
przewidywania byty fatszywe, wykresl go o jedng jednostke w prawo. Na osi
pionowej znajduje sie czes¢ P, wszystkich probek danych Y, = liczba wszystkich
0s0b, ktore odpowiedziaty (w tym przypadku Y,=1000) z N=5000 osdb.

Rank P(w,|X) P/F

NI._‘] '1'c'!t‘.-_rr:_l"_.a'_at_g :

ri:.b.]lﬂuluLle_.nt_mrj 2 O 9 6 +
3 0.96 -
4 0.94 -
5 0.92 -

B0%

Sample size

Przyktady sg na tej stronie 1000 0.08 -



http://www2.cs.uregina.ca/~dbd/cs831/notes/lift_chart/lift_chart.html

Wykresy ROC

Receiver Operator Characteristic (ROC): ocen TP (czyli P,, ) jako funkcje
pewnego progu, na przyktad przy uzyciu wspotczynnika prawdopodobienstwa:

P(X|®)P(w)>P(X|w,)P(w,)

_ P(X|a)1) >P(a)2):(9
P(X|w,) P(aw) o samon

A(X)

Prog moze byc¢ traktowany jako zmienna
mierzgca wrazliwosc¢ testu TP/P;

dla rozktadow 1D wysoki prog wykryje |
wiecej przypadkéw pozytywnych , j

(np. groznej choroby), ale za to : — Ll Lightness

o
4 6 8 10

specyficznos¢ testu TN/N maleje.

Jaki jest optymalny wybor? Zalezy to od stosunku
P_./ P_=FP/N = 1-S, czyli liczby fatszywych alarmoéw (FP, false positives) P_,

ktory jestesmy sktonni zaakceptowac.



Przyktad ROC

Krzywe ROC przedstawiajg (S,,1-S_), czyli btad klasy C_ w stosunku do
doktadnosci klasy C. dla réznych progéw.

Idealny klasyfikator: ponizej pewnego
progu S, =1 (wszystkie przypadki
pozytywne rozpoznane) dla 1-S =0

=— Ressonable Test

(brak fatszywych alarmow).

Bezuzyteczny (niebieski): tyle samo
TP jak i fatszywych alarmoéw FP dla
dowolnego progu.

Rozsadny klasyfikator (czerwony), np:
brak btedéw do progu, ktory pozwala na rozpoznanie 0.5 pozytywnych
przypadkow, powoli rosngce btedy do P_.=1-S_=0.6 dla 100% pozytywnych.

Dobra miara jakosci: wysoki wspotczynnik AUC (Area Under ROC Curve).
AUC = 0.5 oznacza przypadkowe zgadywanie,
AUC=1 doskonate przewidywanie.



Realistic ROC

B

True
positives

60 %

40% 6%
False positives

Krzywa ROC dla przypadku realistycznego, gdy jest skonczona liczba
progow i punktow. Zamiast procentu wynikow prawdziwie pozytywnych
(S., recall, sensitivity) czasami uzywa sie precyzji PPV.

Kazdy punkt ROC zawiera wszystkie informacje zawarte w macierzy
pomytek dla pewnych parametrow (progéw) modelu i pokazuje dla
roznych prawdopodobienstw zaufanie do przewidywan klasyfikatora.



ROC dla porownania roznych modeli

Idealna krzywa to 100% TP przy 0% FP. Bardziej wypukte krzywe ROC
wskazujg na wyzszos¢ modeli dla wszystkich progow.

Krzywe ROC dla dwoch modeli pokazg mocne i stabe obszary: potgczenie
wynikoéw dwoch modeli moze dac¢ krzywg ROC pokrywajgca szary obszar.

80%
True
positives

60 %

e 60%
False positives




ROC for logical rules

Klasyfikatory, ktore przewiduja tylko tak/nie, np. reguty logiczne, dajg tylko
jeden punkt na krzywej ROC, w punkcie (S, 1-S_-). Pole pod krzywg ROC
AUC = (S: +S)/2 jest identyczne wzdtuz linii S:+(1—S_)=const.

e

Bight

:;E'
T
]

04 0B OB 1

1 - specificity

— Second Test — Third Test

Jest wiele programow do analizy ROC np. ROC Analysis for Windows.



https://download.cnet.com/ROC-Analysis/3000-2053_4-75332251.html

Paradoks Monty Hall

Monty Hall Paradox, czyli przyktad ztudzenia kognitywnego.
Stosowany np. w teleturnieju ,,idz na catosc”.

Reguty zabawy:
Mamy 3 kubki i ztota monete.

Wychodzisz z pokoju, ja pod jednym z kubkéw ukrywam monete. Wracasz i
wybierasz jeden z kubkow.
Ja, wiedzgc, pod ktoérym jest moneta, odkrywam jeden z pustych kubkow.

Masz teraz szanse zmienic¢ swojg decyzje i pozostac przy juz wybranym kubku
lub wybrac¢ pozostaty.

Czy najlepszg strategig jest:

1. zawsze trzymanie sie pierwotnego wyboru,
2. zawsze zmiana,

3. czy przypadkowy wybor?

Zajrzyj tu by zagra¢ samemul.
Wideo na ten temat — wielu profesorow sie nabrato ...



https://www.mathwarehouse.com/monty-hall-simulation-online/
https://www.youtube.com/watch?v=dOQowCeAnRs

Swobodny wybor

Eksperymenty psychologiczne:

Wybieramy cukierki réznych kolorow, wydaje sie, ze kolory R, G, B
wybierane sg rownie czesto, wiec zaktadamy rowne preferencje.

Dajemy do wyboru R i G, wybierane jest np. R
Dajemy do wyboru G i B, wybierane jest zwykle B.

Whioski psychologdw: mamy tu dysonans poznawczy, wybieramy B bo jak
sie raz decydujemy ze nie chcemy G to pdzniej tez nie wybieramy G.

Czy naprawde? Dopiero w 2008 roku zauwazono, ze:

Jesli poczatkowo byty stabe preferencje R > G to s3 3 mozliwosci:
R>G>B, R>B>G, lub B>R>G, czyli 2/3 szans na wyboér B zamiast G.

By¢ moze wszystkie podobne psychologiczne eksperymenty
byty Zle przeanalizowane? Inverse base rates i inne dziwne zjawiska?


https://www.is.umk.pl/~duch/ref/16/16-Brain-mind-FSD-Banach%20inst.pdf

Whnioski

Myslenie jest rzeczg trudng ...
prosciej jest uzywac schematow.

Tylko w kontekscie naturalnych sytuacji myslenie
przychodzi nam tatwo.

The computers
are down. /

the meaning

o f,.-—-"'_"'--,____“\ '_..r""""_'___-_"""‘h_
~ What is } 7| dont Know.
of life? Q




Przyktadowe pytania

Jak dziata Teoretyk Logiki?

Jakie byty cele GPS? Czego nas nauczyt GPS?

Jaka jest kolejnos¢ ocen weztow grafu w strategii minimaksu?

Podac przyktadowe funkcje oceny dla szachow.

Do czego stuzy technika alfa-beta?

Co umozliwia sprawne dziatanie w grach pomimo niewielkiej pojemnosci
pamieci roboczej?

Jaka jest pojemnos¢ pamieci roboczej cztowieka i jakie inspiracje dla Al z
tego wynikajg?

Jakg strategie stosujg ludzie w grze w szachy?

Wszyscy A to B. Zaden C nie jest A. Jaki stad wniosek?

Oszacuj jaka jest szansa choroby majgc czestosc jej wystepowania i
dokfadnosc¢ testu, ktéry wypadt pozytywnie.

Oszacuj liczbe operacji wykonywanych przez mozg Kasparowa i
wyttumacz, dlaczego przegrat z systemem Deep Blue.

Narysowac zaleznos$¢ stopnia kompetencji programu od szybkosci
szukania i wielkosci jego bazy wiedzy.



Ciekawe linki

Modelowanie danych jest tu tylko wspomniane, ale warto zajrzec¢ do:

Komiksu: P. Biecek, A. Kozak, A. Zawada,
Mini Wprowadzenie do Modelowania Predykcyjnego. Warszawa 2022

Ksigzki: Przemyslaw Biecek and Tomasz Burzykowski,
Explanatory Model Analysis. Explore, Explain, and Examine Predictive
Models. With examples in R and Python. 2020


https://betaandbit.github.io/MiniML/
https://ema.drwhy.ai/

